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Предисловие 

Усвоение понятия числа проходит несколько этапов: от интуитивно- 

го представления о числах к анализу знаний о них, выделению в этих 

знаниях первичных истин, выстраиванию знаний о числах аксиома- 

тически. В курсе «Числовые системы» студентам предоставляется воз- 

можность с высоты накопленных знаний проанализировать школьные 

утверждения о числах, понять, о чем порой умалчивают школьные 

учебники, говоря о числах, какие научные основы скрываются за упро- 

щенным, образным изложением соответствующего материала в школе. 

Пособие адресовано студентам математических специальностей 

педагогических вузов. В нем изложен семестровый материал по дис- 

циплине «Числовые системы» в соответствии с Федеральным госу- 

дарственным образовательным стандартом высшего образования 

по направлению подготовки «Педагогическое образование» (уровень 

бакалавриат). Цель дисциплины — углубить и расширить представле- 

ние будущего учителя математики о числах, перевести интуитивные 

знания о числах на твердую основу выводов, исходя из аксиом. 

Особенностью изложения материала является его школьная на- 

правленность. При формулировке аксиоматического определения каж- 

OW числовой системы, изучаемой в школе, дается анализ школьного 

определения соответствующих чисел. Отрабатывается техника дока- 

зательств по индукции. Большое внимание уделяется представлению 

рациональных и действительных чисел десятичными дробями, что по- 

зволяет дать полное обоснование соответствующего школьного мате- 

риала. 

Несколько слов о месте дисциплины «Числовые системы» в общей 

системе подготовки школьного учителя. С одной стороны, школьный 

учитель не может состояться без упомянутых знаний, а значит, дис- 

циплину нельзя исключить из бакалавриата и перенести в программу 

магистратуры. С другой стороны, может возникнуть искушение начать 

обучение в вузе с обоснования «учения о числах», а затем использовать 

числа в разных дисциплинах, опираясь на этот «вводный материал». 

Но вчерашний школьник не в состоянии, например, понять, зачем так 

трудно и такой долгой дорогой доказывается «очевидное» утверждение 

о том, что во всяком непустом подмножестве натуральных чисел есть 

самое маленькое число. Доказательство «очевидного с помощью непо- 

нятного» вызывает естественное отторжение. Таким образом, место 

дисциплины «Числовые системы» на последнем курсе подготовки ба- 
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калавра, что позволяет посмотреть на числа с высоты накопленных зна- 

ний и понять, что в них первично. 

Несколько слов об обозначениях. Все определения и утверждения, 

начиная со второй главы, пронумерованы тремя числами: номер главы, 

номер параграфа и номер определения или утверждения в этом пара- 

графе. В первой вводной главе нет параграфов, поэтому используется 

двойная нумерация. Конец доказательства помечается значком LO. Знак 

< заменяет слова «тогда и только тогда, когда». При доказательстве Te- 

оремы вида А <> В начало доказательства утверждения А => В обозна- 

чается знаком (=>), а начало доказательства обратного утверждения 

B= А — знаком (<=). Остальные не общепринятые значки вводятся 

и объясняются по мере надобности.



Тема 1 

ПЕРВИЧНЫЕ ПОНЯТИЯ 

Числовые и алгебраические системы 

Числовая система — это числовое множество и некоторая совокуп- 
ность операций и отношений, определенных на этом множестве. Так, 
с множеством натуральных чисел N мы рассмотрим системы (№ , +), 

(№ ‚+, .), (№ , <) И (N ‚+, *, <). Например, последняя запись читается так: 

система с основным множеством М, бинарными операциями сложе- 
НИЯ «ПЛЮС» И умножения «точка» и бинарным отношением «меньше». 
Если вместо М взять произвольное множество А и через ©; обозна- 
чить некоторую совокупность операций, определенных на А, а через 
Q> — совокупность отношений, определенных на этом же множестве, 

то получим систему (А, ОЕ, Ор ), которая называется алгебраической си- 
стемой, причем А называется основным множеством системы. 

Определяя различные числовые системы, мы будем пользоваться по- 
нятиями полугруппы, группы, кольца, поля и т. п. Определения этих 
понятий будут даваться по мере надобности. Их использование позво- 
ляет в краткой форме указать на выполнимость тех свойств, которые 

заложены в соответствующем определении. Например, систему целых 
чисел мы определим как кольцо, удовлетворяющее определенным усло- 
виям. Здесь одним словом «кольцо» мы заменяем целый список требо- 
ваний, фигурирующих в определении кольца. 

Говоря о числах, нельзя не говорить об операциях сложения и умно- 
жения, а также об отношении «меньше». Поскольку нашей целью являет- 
ся указание некоторых твердых основ в понимании чисел, то мы должны 

дать общие определения бинарной операции и бинарного отношения. 
Проанализируем наши представления об этих понятиях. Начнем с ана- 

лиза знакомого с детства сложения натуральных чисел. Эту бинарную 
операцию можно рассматривать как отображение, сопоставляющее вся- 

кой упорядоченной паре натуральных чисел некоторое третье число. На- 
пример, упорядоченной паре (2, 3) по правилу + ставится в соответствие 

число 5, что записывается в виде 2 + 3 = 5. Этот пример показывает, что 

прежде чем дать определение бинарной операции, нужно предваритель- 

но определить, что такое упорядоченная пара и что такое отображение. 

Отношение «меньше» для натуральных чисел выступает как свойство, 
объединяющее эти числа в упорядоченные пары, и может быть опре- 
делено полным списком соответствующих упорядоченных пар. В этой 
трактовке вместо 2 < 3, 5 < 7, 3 < 8 говорят, что упорядоченные пары 
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(2, 3), (5, 7), (3, 8) принадлежат отношению «меньше», понимая под от- 

ношением «меньше» список всех упорядоченных пар, определяющий это 
отношение. Это наталкивает на мысль определить произвольное бинар- 
ное отношение как некоторое множество упорядоченных пар. В следу- 

ющем пункте приведены строгие определения этих и других основных 
понятий, которые будут использованы в дальнейшем. 

Заметим, что хотя нашей целью является изложение аксиомати- 
ческих теорий основных числовых систем, в примерах, поясняющих 

абстрактные понятия, мы будем использовать числа до их аксиомати- 
ческого определения. При этом М, 2, О, В, С будут обозначать соответ- 

ственно множества натуральных, целых, рациональных, действитель- 
ных и комплексных чисел. 

Определения основных понятий 

Начиная дедуктивное изложение материала, в качестве базовых не- 

определяемых понятий берем понятия «множество» и «элемент множе- 

ства». Если х является элементом множества А, то, как обычно, будем 

писать: хе A, в противном случае: хе А. Например, 1е М, О& М, ОЕХ, 

\/2 ЕС. 
1.1. Определение. Множество называется пустым и обозначается ©, 

если оно не содержит ни одного элемента. 

Например, множество всех действительных чисел, удовлетворяю- 

щих уравнению х? +1=0, пусто. 
1.2. Определение. Множество А называется подмножеством мно- 

жества В (записывается: Ас В), если для любого х из того, что хЕА, 

следует, что хЕВ. 

Например, NC ZcCQCR; {1,2,2} с {1, 2,3}. Очевидно, АСАИЯСА 

для любого множества А. 

1.3. Определение. Множества А и В называются равными (записы- 

вается: А = В), если ACBUBCA. 

Из этого определения вытекает единственность пустого множества. 

1.4. Определение. Множество А называется собственным подмно- 

жеством множества В (записывается: AC В), если АСВиА*=В. 

Запись {...|***} означает: множество всех элементов ... таких, что 

***. Например, запись {x|xeZ, х:2} читается так: «множество всех 
элементов х таких, что х является элементом множества Z их делится 

на 2» (знак : обозначает «делится»). Другими словами, это множество 
всех четных целых чисел, которое кратко обозначается через 27. Ис- 

пользуются и такие записи: 27 ={хеЕЁ|х:2} ={2п|пе 7}. Заменив здесь 
2 на произвольное целое число т, получим mZ ={тп|пеЕ Z} — множе- 

ство всех целых чисел, кратных т. 

1.5. Определение. Объединением множеств A и В называется множе- 

ство АСВ ={х|хЕА или x € B}. 
Например, 2Z U3Z ={хеЕй|х:2или x:3}. 
1.6. Определение. Пересечением множеств А и В называется множе- 

ство AN B={x|xeAu x eB}. 
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Например, 27 132 =6Z. 

Если АПВ =, то говорят, что множества А и В не пересекаются. На- 

пример, множество натуральных и множество целых отрицательных 

чисел не пересекаются. 

1.7. Определение. Разностью множеств А и В называется множе- 

ство А\В={х|хеЕА u x ¢ B}. 

Например, {1, 2, 3} \ {1, 3, 5}={2}; {1, 3, 5} \ {1, 2,3} ={5}. 

1.8. Определение. Множество {a,b} с выделенным в нем первым 

элементом а и вторым элементом Ь называется упорядоченной парой 

и обозначается через (а, b). (Выделить первый и второй элементы пары 

можно, например, назвав упорядоченной парой множество { {a}, {a, b}}). 

1.9. Определение. Прямым произведением множеств А и В называ- 

ется множество A X B={(a, b)|ae A, b € B}. 

Например, если А={1,2,3}, B={a,b}, то АхВ={(1, а); (1,5); (2, а); 

(2,5); (3, а); (3; b)}. Заметим, что здесь AXB#BXA. 

1.10. Определение. Бинарным отношением на упорядоченной паре 

множеств (А, В) называется всякое подмножество прямого произведе- 

ния АХВ. Бинарным отношением на множестве А называется всякое 

подмножество прямого произведения AXA. 

Если ©, — бинарное отношение и (а, Б) ес, то будем писать также 

либо acb, либо o(a) = b, либо а“ = b. Выбор той или иной записи дик- 

туется традицией. Например, принято писать 2 < 3, Кх =у. 

Если дана некоторая последовательность (а„), то, выделяя упорядо- 

ченные пары (а, а„.1), п=0,1,..., мы получаем бинарное отношение, 

которое удобно записывать в виде A,4] =A, и читать: а„.1 непосред- 

ственно следует за а„. Здесь отношение «штрих» обозначает бинарное 

отношение «непосредственно следует за». 

Выберем случайным образом несколько упорядоченных пар целых 

чисел: {(-3, 2), (5, 6), (7, 9) } — это также бинарное отношение на MHO- 

жестве 7. Если обозначить его через ©, то можно записать: (-3, 2) Е ©, 

50,6, 7* = 9, a(5) = 6. 

1.11. Определение. Бинарное отношение с, определенное на MHO- 

жестве А, называется отношением эквивалентности, если оно: 

1) рефлексивно, т. е. для любого ае А имеет место Aa; 

2) симметрично, т. е. для любых а, БЕ A, если аоф, To baa; 

3) транзитивно, т. е. для любых а, 5, сЕА, если aab и bac, To aac. 

Если © — отношение эквивалентности на множестве A, то А распа- 

дается на непересекающиеся классы эквивалентных элементов. При- 

мерами отношений эквивалентности являются: отношение равенства 

на множестве целых чисел, отношение коллинеарности на множестве 

прямых плоскости, отношение сравнимости целых чисел по данному 

модулю (напомним, что два целых числа а и b называются сравнимы- 

ми по модулю т, те М, если их разность делится на т. При этом пи- 

шут: a= b(modm). Например, 17 = 5(mod6)). Опишите соответствующие 

классы эквивалентных элементов. 
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1.12. Определение. Бинарное отношение ф, определенное на паре 
множеств (А, В), называется отображением А в В, что записывается: 

ф: A— В, если для всякогоае А существует и притом единственный эле- 
мент be B такой, что ф(а) =Б. При этом b называется образом элемента 
а. Говорят также, что элементу а ставится в соответствие элемент 6. 

Образом множества А называется множество ф(А) ={Ф(а)|аЕ A}. 

На рис. 1 отношения f, ф и W являются отображениями, а отношения 

ou Вне являются. Почему? 

Рис. 1 

1.13. Определение. Отображение ф: А-> В называется отображени- 

ем А на В, если для всякого БЕ В существует ае А такой, что O(a) =), т. е. 

всякий элемент из В является образом некоторого элемента из А. 
На рис. 1 отображение ф является отображением «на», а }и W не AB- 

ляются таковыми. 
1.14. Определение. Отображение ф: A— В называется взаимно 00- 

нозначным (инъективным) отображением А в В, если различные эле- 
менты из А имеют разные образы в В, т. е., 43 a # a, следует O(a) # (a,). 

На рис. 1 отображения © и \у являются взаимно однозначными, 
а отображение f — нет. 

1.15. Определение. Пусть ф — взаимно однозначное отображение 

множества А на множество В. Определим отображение ©-! : B— А, поло- 
жив для любых ae A, БЕВ о "(Б) =a, если ф(а) =Б. Отображение o-! на- 

зывается обратным отображением для ф. 
На рис. 1 только для ф существует обратное отображение. 
Теперь у нас все готово для определения бинарной операции. 
1.16. Определение. Пусть А = @. Бинарной операцией на множестве 

А называется отображение прямого произведения A X A в множество А. 
Например, сложение целых чисел есть отображение +: х7- 0. 

Мы подошли к определению одного из важнейших понятий в мате- 

матике, уточняющем представление об «одинаковости» двух алгебраи- 
ческих систем, — понятия изоморфизма. Образно говоря, две алгебраи- 

ческие системы, например (А, +, <) и (А, ®, <), считаются одинаковыми, 
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если они «при наложении» «совпадают». При этом, термин «одинако- 
вые» заменяется термином «изоморфные», «наложение» понимается 
как взаимно однозначное отображение ф множества А на множество Aj, 
а «совпадение» трактуется как «сохранение операции и отношения», 
которое заключается в том, что при отображении ф («наложении») сум- 
ма элементов из А отображается в («накладывается на») сумму образов 
этих элементов, и в А один элемент «меньше» другого тогда и только 
тогда, когда в A, образ первого элемента «меньше» образа второго эле- 
мента (рис. 2). 

(А, +, <) 

Puc. 2 

Дадим строгие определения изоморфизма лишь для алгебраических 
систем тех видов, которые будем рассматривать в дальнейшем. 

1.17. Определение. Системы с одной бинарной операцией (А, +) 
И (A,,®) называются изоморфными, если существует взаимно одно- 
значное отображение ф множества А на множество Aj, которое сохра- 
няет операцию, т. е. для любых x, YEA O(x+ у) =Ф(х) ®9(У). Системы 

с двумя бинарными операциями (А, +, .) и (Ai, ®, °) называются изо- 
морфными, если существует взаимно однозначное отображение ф мно- 
жества А на множество A), при котором сохраняются обе операции, т. е. 
для любых xX, YEA O(x+ у) =Ф(х)Фо(у) и O(x- у) = O(x) © OCy). Системы 

с одним бинарным отношением (А, <) и (A;,<) называются изоморф- 
ными, если существует взаимно однозначное отображение ф множе- 
ства А на множество А\, при котором сохраняется отношение, т. е. для 
любых х, уЕА, х < у тогда и только тогда, когда ф(х) чф(у). Наконец, 

системы с двумя бинарными операциями и одним бинарным отноше- 

нием (№, +, ,<) и (A;, ©, ©, ч) называются изоморфными, если существу- 
ет взаимно однозначное отображение ф множества А на множество Aj, 
при котором сохраняются операции и отношение. При этом, в каждом 

случае ф называется изоморфизмом первой алгебраической системы 
на вторую. Вторая система называется изоморфным образом первой 

системы. 
Например, системы (2 ‚+, <) И (22 ‚+, <) изоморфны (одинаковы), так 

как взаимно однозначное отображение ф: Z > 2Z, при котором для лю- 
бого x EZ ф(х)=2х, сохраняет операцию сложения и отношение «мень- 
ше»: O(x+ y)=2(x+ y)=2x+2y=o(x)+O(y), их < у тогда и только тог- 
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да, когда 2х < 2y, т. е. ф(х) <@(y). Образно говоря, при «наложении» 

< системы (2, +, <) и (20, +, <) «совпадают». 

Иногда наложение изоморфных алгебраических систем одной 
на другую приносит реальные плоды. Например, система (В+, .), где 

В+ — положительные действительные числа, изоморфна системе 
(В, +), так как для любых xX, yE R* 1°(х.у)=1ех+1[5 у, т. е, отображение 
lg является изоморфизмом. Идея наложения системы (В+, ‘ на систему 
(В, +) привела к созданию логарифмической линейки с логарифмиче- 
скими шкалами. На такой шкале строится число 1 (х), а соответствую- 
щая точка обозначается числом х (рис. 3). 

х’у 

ы
х
 

Рис. 3 

В результате, выполняя на логарифмической линейке механическое 
сложение (находясь в (В, +)), мы считываем результат умножения (пе- 
реходя в (В+, .)).



Тема 2 

НАТУРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

8 1. Натуральный ряд 

Формирование определения 

Использование натуральных чисел при счете формирует представ- 

ление о них как о бесконечно ДЛИННОМ «числовом строе» C единицей 

«Во Главе». 

1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, .... 

Постараемся сформулировать наиболее существенные свойства это- 
TO «числового строя» и его описание примем за аксиоматическое опре- 

деление натурального ряда. Замечаем, что взаимное расположение 
чисел можно охарактеризовать с помощью словосочетания «непосред- 
ственно следует за». Так, за 1 непосредственно следует 2, за 2 непосред- 
ственно следует 3, и т. д. Помечая отношение «непосредственно следует 
за» значком «штрих», можно записать: 1’ = 2, 2’ = 3,.... 

Рассматриваемое множество натуральных чисел обозначим через М. 

Отметим в нем наличие первого числа — и это даст нам первую ак- 
сиому, описывающую натуральный ряд: в N существует натуральное 
число 1, которое непосредственно не следует ни за каким натуральным 
числом. Далее, видим, что за каждым натуральным числом непосред- 

ственно следует и притом только одно натуральное число — это вто- 
рая аксиома натурального ряда. Третья аксиома подмечает, что всякое 
натуральное число непосредственно следует не более чем за одним на- 

туральным числом, учитывая, что 1 не следует ни за каким натураль- 
ным числом. Наконец, четвертая аксиома дает признак, когда под- 

множество натуральных чисел совпадает со всем множеством М. Она 
утверждает, что если подмножество MCN содержит единицу (первое 

условие) и вместе с каждым своим числом содержит непосредственно 
следующее за ним число (второе условие), то М должно совпадать с М. 

К такому заключению нас приводят следующие рассуждения. По перво- 
му условию 1Е М, но тогда по второму условию 2Е М, так как 2 непо- 
средственно следует за 1; снова по второму условию заключаем, что 
ЗЕМ, ит. д. Таким образом, мы убеждаемся, что М = М. Четвертая 
аксиома формализует метод рассуждений по принципу «и т. д». Кроме 
того, эта аксиома, как будет показано в дальнейшем, позволяет обо- 
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сновать доказательства по индукции, поэтому ее называют аксиомой 
индукции. 

Итак, натуральный ряд описывается четырьмя подмеченными акси- 
омами, которые называются аксиомами Пеано по имени итальянского 
математика Дж. Пеано (1858—1932). Сформулируем строгое определе- 
ние натурального ряда. 

2.1.1. Определение. Натуральным рядом называется система (М, ') 

с основным множеством М, элементы которого называются натураль- 
ными числами, бинарным отношением «штрих», которое записывается 
в виде п = m’, читается: «п непосредственно следует за т», причем вы- 
полняются следующие аксиомы Пеано. 

P,. В М существует элемент 1, называемый единицей, который не- 
посредственно не следует ни за каким натуральным числом, т. e. 1=п’ 
для любого ne М. 

Р.. За каждым натуральным числом непосредственно следует и при- 
том только одно натуральное число. Другими словами, для всякого 
теМ существует п Е М такое, что п=т’, причем если т = К, то т’ = К’. 

Р.. Каждое натуральное число непосредственно следует не более чем 
за одним натуральным числом, т. е. для любых т, КЕМ, если т’ = К’, 
тот = К. 

P, (аксиома индукции). Пусть подмножество М с М удовлетворяет 
следующим условиям: 

1) 1ЕМ (другими словами, М содержит элемент, который непосред- 
ственно не следует ни за каким натуральным числом); 

2) для любого натурального числа п если пе М, топ’ЕМ. 
'Тогда М совпадает с №. 

Подчеркнем абстрактный характер определения натурального ряда. 
Множество N может быть любой природы, отношение «штрих» может 
быть как угодно задано, но если выполняются аксиомы Пеано, то систе- 
ма (N , ') является натуральным рядом. Так, натуральным рядом можно 
было бы назвать номерки на бесконечно длинной вешалке, бесконечно 
длинный поезд с локомотивом в начале поезда, бесконечную очередь 
за дефицитом с первым счастливчиком в начале очереди, и т. д. 

С натуральным рядом тесно связано понятие последовательности. 
2.1.2. Определение. Пусть А — непустое множество. Всякое ото- 

бражение f:N— А называется последовательностью. Образ элемента 
néN при отображении f называется п-м членом последовательности. 
Если f(n)=a, для любого NEN, то последовательность записывается 
в виде (a,). 

Всякую последовательность (а„) можно превратить в натуральный 
ряд, введя отношение непосредственного следования естественным 
образом: а, =d, для любого NEN. Если №! — множество всех членов 

последовательности, то система (№, , очевидно, удовлетворяет всем 

аксиомам Пеано, а значит, является натуральным рядом. Здесь «еди- 

ницей» будет первый член последовательности dj, за «единицей» непо- 

средственно следует «натуральное число» do, ит. д. 

16



Независимость аксиом Пеано 

Естественно возникает вопрос: не является ли одна из аксиом Пе- 

ано лишней, вытекающей из остальных аксиом? Чтобы доказать не- 

зависимость каждой из аксиом от остальных, достаточно для каждо- 

го 1=1,2,3,4 построить такую систему (Nis); для которой аксиома Р; 

не выполняется, а остальные аксиомы Пеано выполняются. Реализуем 

эту идею. 

2.1.3. Теорема. Система аксиом Пеано независима. 

Доказательство. 1. Докажем независимость аксиомы P, OT осталь- 

ных аксиом Пеано. Для этого на множестве N, ={1,2,3} определим 

отношение «штрих», положив 1’ = 2, 2’ = 3, 3’ = 1 (на рис. 4 непо- 

средственное следование помечено стрелками). Рассмотрим систему 

(Nj,’). Очевидно, аксиома P, He выполняется, так как всякий элемент 

из N, непосредственно следует за некоторым элементом этого мно- 

жества. Остальные же аксиомы Пеано выполняются. Выполнимость 

аксиомы P, следует из того, что в N, нет подмножеств, содержащих 

элемент, который непосредственно не следовал бы ни за каким эле- 

ментом. 

2. Независимость аксиомы Po. Аксиома Р. содержит два утвержде- 

ния: о существовании непосредственно следующего элемента и о его 

единственности. Установим независимость каждого из этих утвержде- 

ний от остальных аксиом Пеано. 

На множестве No, ={1,2} определим 1’ = 2 и рассмотрим систему 

(Noi,’). Первая часть аксиомы Po, а значит и вся аксиома, не выполня- 

ется, а все остальные аксиомы Пеано выполняются. 

Далее, пусть М. ={1, 2,3, аз, 4, ад, ...}. Положим 1’ = 2, 2’ = 3, 3’ = 4, 

... 2’ = аз, аа =а4,.... Рассмотрим систему (Noo,’) (рис. 5). Легко ви- 

деть, что вторая часть аксиомы P,, а значит и вся аксиома, He выполня- 

ется, а все остальные аксиомы выполняются. 

3. Независимость аксиомы P3. 

Пусть № = {1, 2, 3,4}. Положим 1’ = 2, 2’ = 3, 3’ = 4, 4’ = 2 (рис. 6). 

Очевидно, система (N3, ') не удовлетворяет аксиоме Р., но удовлетворя- 

ет остальным аксиомам Пеано. 

4. Независимость аксиомы Р.. 

Пусть №. ={1, а1,2,а›,3, аз,...}. Определим 1’ = 2, 2’ = 3, ..., а =a, 

а> =аз, ... (рис. 7). Очевидно, система (№, удовлетворяет первым 

трем аксиомам Пеано. Докажем, что аксиома P, не выполняется. Рас- 

смотрим подмножество М = 41, 2,3,...} с №4. Имеем: 1) 1ЕМ; 2) если 

пЕМ, топ’ ЕМ. Но М = М. 

1 2 2 3 4 > a) 1 2 3 12 3 Pe о © 

1 о а г re © © оо». оо 

3 аз ал ds 4 A, Az аз 

Puc. 4 Puc. 5 Puc. 6 Puc. 7 
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О непротиворечивости аксиоматической теории 
натуральных чисел 

Нет ли противоречия в аксиоматическом определении натуральных 
чисел 2.1.1? Чтобы положительно ответить на этот вопрос, Д. Гиль- 

берт (1862—1943) предложил формализовать аксиоматическую тео- 

рию натуральных чисел так, чтобы доказательства в ней превратились 
В «механическое манипулирование» с основными понятиями тео- 

рии по определенным правилам, не допускающим появления противо- 
речий, а затем средствами самой теории доказать ее непротиворечи- 

BOCTb, т. е. невозможность появления в ней одновременно некоторого 
утверждения А и его отрицания А (He А). Формальная аксиоматическая 

теория характеризуется заданием языка теории, аксиом теории и пра- 
вил вывода. Однако в 1931 г. К. Гедель (1906—1978) доказал, что не- 

противоречивость любой формальной аксиоматической теории, вклю- 
чающей в себя формальную арифметику (т. е. теорию натуральных 
чисел), не может быть доказана средствами самой теории. Это выте- 
кает из другого поразительного результата, известного под названием 
теоремы Геделя о неполноте. Она утверждает, что если формальная 
аксиоматическая теория, включающая в себя формальную арифме- 
THKy, непротиворечива, то она не полна, т. е. содержит утверждение, 
которое нельзя ни доказать, ни опровергнуть средствами этой теории. 
С привлечением дополнительных средств, не формализуемых в самой 
теории, Г. Генцен в 1936 г. установил непротиворечивость формальной 
арифметики. Независимо эта же задача была решена IT. С. Новиковым 

(1901—1974). 
В дальнейшем, исходя из непротиворечивости теории натураль- 

ных чисел, мы докажем непротиворечивость каждой из последую- 
щих числовых систем. Для этого мы построим каждую следующую 
числовую систему из материала предыдущей. Так, целые числа будут 
«сделаны» из натуральных, рациональные — из целых и т. д. Таким 
образом, если бы в теории какой-то из числовых систем было противо- 
речие, то оно оказалось бы следствием аксиом Пеано, что противоре- 
чило бы непротиворечивости аксиоматической теории натуральных 
чисел. Имея в виду эту цепочку построений и особую роль в ней на- 

туральных чисел, хочется повторить знаменитые слова Л. Кронекера 
(1823—1891) в несколько вольном переводе: «натуральные числа со- 
творил господь бог, а все прочее — дело рук человеческих». Кронекер 
полагал, что в основе всей математики должна лежать арифметика. 

Принцип полной математической индукции 

Аксиома индукции служит для обоснования мощного метода доказа- 
тельства теорем, который основан на следующем утверждении. 

2.1.4. Теорема (принцип полной математической индукции). Пред- 
ложение Т(п) с переменной п Е М верно для любого натурального числа п, 
если выполнены следующие условия: 
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1) это предложение верно для п = 1, т. е. Т(1) истинно; 

2) каково бы ни было натуральное число п, из предположения о том, 
что это предложение верно для п, следует, что оно верно для непосред- 

ственно следующего натурального числа п’, т. е. если Т(п) истинно, 

то и T(n’) истинно. 

Доказательство. Обозначим через М множество всех натуральных 
чисел, для которых Т(п) истинно: 

М ={пе М] (® истинно}. 

Из условия 1) следует, что 1Е М. Пусть натуральное число пе М. Тог- 
да Т(п) истинно и, по условию 2), должно быть истинно T(n’), а значит, 

п’ Е М.Таким образом, оба условия аксиомы индукции P, выполнены, сле- 
довательно, М = М. Но это и означает, что Т(п) верно для любого пеЕ М. O 

Доказательство на основании принципа полной математической 
индукции называется доказательством методом полной математи- 
ческой индукции. При этом, говорят кратко: докажем Т(п) индукцией 
по п. Проверка истинности утверждения Т(1) называется началом ин- 

дукиии, предположение об истинности Т(п) называется индуктивным 
предположением, а доказательство истинности Т(п’), исходя из истин- 

ности Т(п), называется шагом индукции. Эта терминология восходит 
к наглядному представлению о процессе доказательства по индукции, 
изображенному на рис. 8. 

Та) =u T(n) =и=> Та) =и 

п п n’ - 
Начало НИ 

индукции Шаг индукции 

Рис. 8 

Приведем ТИПИЧНЫЙ пример доказательства по индукции и обсудим 

технику записи доказательства. 

Докажите, что сумма первых п нечетных натуральных чисел равна n2. 

В нашем случае утверждение Т(п) имеет вид 

1+3+5+...+@п-Т=п?. 

Доказательство. 

1) п = 1. Проверим, что 1 = 12. Очевидно, это равенство верно. 

2) Пусть 14+34+5+...4+(2n-]) =n?. 

Докажем, что 1+3+5+...+(21п+1)=(п+1)2. Имеем: 

ил. 

1+3+5+...+1-1)+(@п+1) = n24+(2n+D=(n+12.0 
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Выделенный курсивом текст составляет «бланк доказательства». Если 

убрать все остальное, то «бланк» готов для нового заполнения — до- 

казательства нового утверждения. В п. 1) запись Т(1) получается 

из предложения T(n) формальной заменой всюду п на 1. В п. 2) запись 

«пусть..., докажем, что...» понимается как «пусть T(n) истинно для 

фиксированного п, докажем, что Т(п + 1) истинно». При этом, T(n + 1) 

получается из Т(п) чисто формально: заменой п нап + 1. Момент ис- 
пользования индуктивного предположения полезно выделять, помечая 

буквами «и.п.». Преобразования после использования индуктивного 

предположения можно охарактеризовать как «подгонка под ответ», так 

как речь идет о получении заранее сформулированного результата. Та- 

кая стандартизация доказательства по индукции позволяет выполнять 

его почти автоматически. Единственный момент, требующий размыш- 

лений, — это «подгонка под ответ». 

§ 2. Сложение. 

Аддитивная полугруппа натуральных чисел 

Сложение натуральных чисел 

Продолжим построение аксиоматической теории натуральных чисел 
и введем на множестве N операцию сложения. 

2.2.1. Определение. Сложением натуральных чисел называется би- 
нарная операция +, определенная на М, которая удовлетворяет следу- 
ющим условиям: 

а) т+1=т’ для любого т Е М; 

b) m+n’=(m+n) для любых mneN. 

Первое условие (или аксиома) сложения показывает, как к нату- 
ральному числу т прибавить единицу: для этого надо перейти к непо- 
средственно следующему числу т’. Второе условие (или вторая аксио- 
ма) сложения показывает, как к т прибавить число п’, если известна 
сумма т + п: для этого нужно перейти к непосредственно следующему 
за т + п числу (т + п)’. 

2.2.2. Теорема. Сложение натуральных чисел существует и един- 
ственно. 

Доказательство. Сначала докажем существование не более одного 
сложения натуральных чисел. Пусть существует сложение Ф, удовлетво- 
ряющее аналогичным условиям: 

а’) т®1=т’ для любого MEN; 

b’)m@n’=(m@n) для любых m,neN. 
Зафиксируем натуральное число т и индукцией по п докажем, что 

m+n=m@n для любых т, пЕМ. При п = 1 имеем: 

а) а’) 

т+1=т’ =т@1. 

(Значки над равенствами указывают на использование соответствую- 
щих CBOHCTB.) 
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Пусть т+п=т ®п, докажем, что т+п’ =тФп’. Имеем: 

b) И.П. b’) 

т+п’=(т+п)’ =(m@ny=men’ 

(«и.п.» над равенством означает использование индуктивного предпо- 

ложения). Итак, доказано, что сложения + и ® совпадают. 

Докажем существование сложения натуральных чисел. Индукцией 

по т докажем, что для натурального числа т и произвольного нату- 

рального числа п существует и притом только одно натуральное число 

т + п такое, что выполняются условия а) ub). Для т = 1 и произволь- 

ного натурального числа п определим 1+n=n’. Проверим выполни- 

мость условий а) uD). Пользуясь данным определением, получаем: 

1+1 = 1’, и для любого п имеем: 1+п’ =(n’)’ =(1+n)’. Следовательно, 

условия а) и Ь) выполняются. 

Пусть для натурального числа т и произвольного натурального чис- 

ла п существует однозначно определенное натуральное число т + п та- 

кое, что выполняются условия а) ub). Для натурального числа т’ и про- 

извольного натурального числа п определим т’ +п =(т+п)’. Проверим 

выполнимость условий а) и b) для т’ + п. Имеем: 

опр и.п., а . ) 

m’+1=(m+1) = (т”)’ 

(«опр.» означает равенство по определению). Следовательно, условие а) 

выполняется. Для любого п имеем: 

и OUP. # „ил. # „ОПР. # и 
т’+п’ = (т+п’)’ = (Сп+п)’)’ = (m’+n) 

Следовательно, условие 5) также выполняется. O 

Пусть дан натуральный ряд (N ,) с единицей 1. Обозначим 1’ = 2, 2’ = 3, 

3’ = 4, 4’ = 5. Пользуясь определением сложения 2.2.1 и введенными обозна- 

чениями, находим: 

b) а) 
3+2=3+Г=(3+1)'= (3)'=4=5. 

Найдите аналогично 2 + 3. 

Иронизируя по поводу этого примера, приведем слова М. Клайна 

из [7]: «...в 90-е годы XIX B., через каких-нибудь шесть тысяч лет (!) 

после того как египтяне и вавилоняне “пустили в оборот” целые числа, 
дроби и иррациональные числа, математики смогли наконец доказать, 

что 2+ 2 = 4». 

Доказательство теоремы 2.2.2, отличаясь внешней простотой, со- 

держит некоторые недомолвки. Дело в том, что сложение натуральных 
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чисел представляет собой отображение множества N x N в М, сопостав- 

ляющее всякой упорядоченной паре натуральных чисел (т, п) одно- 

значно определенное натуральное число т + п, причем выполняются 

условия а) и b). В приведенном доказательстве речь идет в неявной 

форме о существовании и единственности именно этого отображения. 

Наметим доказательство теоремы 2.2.2 на языке отображений. 

Замечаем, что при фиксированном первом слагаемом т отображе- 

ние №Мх М в М определяет отображение f,, : М-> М, а условия а) ub) пре- 

образуются в условия: 

ат) Tin (1)=т’; 

Би, ) Sin) = fn, (т) для любого пЕ М. 
Для доказательства существования не более одного сложения нату- 

ральных чисел достаточно установить существование не более одного 

отображения f,, : М >> №, удовлетворяющего условиям а„,) H D,,). Пред- 
положим, что существует еще отображение h,, :N > М, удовлетворяю- 

щее аналогичным условиям: 

ст) Пт) =m’; 
din) Mm (п) = (пи (п))’ для любого пе М. 

Индукцией по п легко доказать, что f,,(n) =h,,(n) для любого пЕМ, 

т. е. отображения f,, и h,, совпадают и это доказывает существование 
не более одного сложения натуральных чисел. 

Теперь индукцией по т докажем, что для любого натурального чис- 

ла т существует, а стало быть, только одно отображение }., : NON, 

удовлетворяющее условиям аи)  D,,). При т = 1 определим отображе- 

ние f, : М-> М, положив / (п) =п’ для любогопе М. Легко проверить, что 

1 удовлетворяет условиям а1) и D,). 

Пусть существует отображение f,,:N—>N, удовлетворяющее ус- 

ловиям a,,) и D,,). Определим отображение /„:М— М, положив 

(пт) =(Р(п))’ для любого п Е М. Нетрудно доказать, что f,,, удовлетво- 

ряет условиям a,,) H by). 

Итак, доказано, что для любого т существует и притом только одно 

отображение {., : М-> №, удовлетворяющее условиям a,,) и b,,). Опре- 

делим отображение множества МхМ в М, сопоставляя всякой упорядо- 

ченной паре натуральных чисел (т, п) натуральное число }„(п), кото- 

рое будем обозначать через т + п. Проверим выполнимость условий а) 

иБ). Имеем: 

опр. ат) 

т-+1 = f,(@) =m’ 

для любого MEN, и 

опр. bin) опр. 
m+n = f,(n) = (р (@))’ = (m+n)’ 

для любых т,пеМ. Следовательно, так определенное отображение 

NXN в М является сложением натуральных чисел. 
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Основные свойства сложения 

Исходя из определения сложения натуральных чисел, докажем при- 
вычные свойства этой операции. При этом, как и выше, значки а) UD) 
над равенствами будут обозначать ссылки на соответствующие акси- 
омы сложения, а «и.п.» будет обозначать равенство по индуктивному 
предположению. 

2.2.3. Предложение. Сложение натуральных чисел ассоциативно: 
(К+т)-+п=К+(т+п) для любых К, т, пЕМ. 

Доказательство — индукцией по п при произвольно выбранных К 
и т. При п = 1 получаем: 

а) b) a) 

(К+т)+1=(К+т)’=К+т’=К+(т+1). 

Пусть (k+m)+n=k+(m+n), докажем, что (К+т)+п’=К+(т+п)). 

Имеем: 

ити (тт ту кт пу кт. В 

2.2.4. Предложение. Сложение натуральных чисел коммутативно: 
т + п =п + т для любых т,пЕМ. 

Доказательство. Вначале индукцией по т докажем, что т + 1 = 

= 1 + т для любого те М. При т = 1 утверждение очевидно. Пусть 
т + 1 = 1+ м, докажем, что m’+1=1+m’. Имеем: 

а) И.п. 2.2.3 а) 

m’ +1=(т+1) +1 = (1+т)+1 = 1+(т+1)=1+т. 

Теперь зафиксируем т Е N ииндукцией по п докажем, чтот+п=п+т 
для любого пе М. При п = 1 утверждение доказано. Пусть m+n=n+m, 

докажем, что т+п’=п’+т. Имеем: 

b) и.п. b) a) 2.2.3 
m+n’=(m+n)’ =(n+m)=n+m’=n+(m4+)=n+4+m) = 

a) 
=(п+1)+т=п’+т. 0 

2.2.5. Предложение. Операция сложения натуральных чисел об- 
ладает свойством сократимости: если К+п=т+п, то К = т како- 
вы бы ни были k,m,nEN. 

Доказательство проведем индукцией по п при произвольно выбран- 
ных кит. Прип = 1 условие принимает вид: К+1=т +1, откуда по акси- 
OMe сложения а) получаем К’ = т’ и по аксиоме P, заключаем, что К = т. 

Пусть из равенства К + п = т + п следует К = т, докажем, что из ра- 
венства k+n’=m+n’ следует К = т. По аксиоме сложения Б), из pa- 
венства k+n’=m-+n’ получаем (К+п)’ =(т+п)’, откуда по аксиоме P3 

k+n=m+n и по индуктивному предположению К = т. O 

Имея перед собой систему (N , +) в качестве образца, дадим общее 

определение системы с одной бинарной операцией, обладающей свой- 

ствами, которыми обладает сложение натуральных чисел. 
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2.2.6. Определение. Система (А, *) с основным множеством А и би- 
нарной операцией * называется полугруппой, если операция * ассоциа- 
тивна. Если она к тому же и коммутативна, то полугруппа называется 

коммутативной. Наконец, полугруппа (А, *) называется полугруппой 

с сокращением, если операция * обладает свойством сократимости: 
если a*c=b*c или c*a=c*b, то а = b, каковы бы ни были a,b,cEA. 
Если операция в полугруппе обозначается значком +, то она называет- 
ся сложением, а сама полугруппа называется аддитивной. Если же опе- 
рация обозначается -, то она называется умножением, а сама полугруп- 
па — мультипликативной. 

Из доказанных выше свойств сложения натуральных чисел вытекает, 
что система (N , +) является коммутативной полугруппой с сокращением. 

2.2.7. Определение. Пусть дан произвольный натуральный ряд, т. е. 

система (N,’), удовлетворяющая аксиомам Пеано, и + является опе- 

рацией сложения натуральных чисел в соответствии с определением 

2.2.1. Тогда система (N , +) называется аддитивной полугруппой нату- 
ральных чисел. 

8 3. Умножение. Полукольцо натуральных чисел 

Умножение натуральных чисел 

Определим аксиоматически умножение натуральных чисел. Струк- 
тура этого определения такая же, как и для сложения. Первая аксиома 
умножения покажет, как произвольное натуральное число умножить 
на единицу, а вторая аксиома объяснит, как найти произведение т-п’, 

если известно произведение m-n. 
2.3.1. Определение. Умножением натуральных чисел называется 

бинарная операция -, определенная на множестве М, которая удовлет- 
воряет следующим условиям (или аксиомам): 

с) m-l=m для любого тЕ М; 
Ч) m-n’=m-n+m для любых тпЕМ. 

В школе произведение т.п трактуется как сумма п слагаемых, каж- 

дое из которых равно т: 

т.п=т+т+...+т. 
n 

Рассматривая наше определение умножения с этой точки зрения, 
можно сказать, что оно одновременно разъясняет, что следует пони- 
мать под суммой п слагаемых. По первой аксиоме произведение m-1 

(сумма одного слагаемого) — это т. По второй аксиоме произведение 
т.п’ равно произведению т-п, сложенному с т (T. е. сумма п’ слагае- 
мых равна сумме п слагаемых, сложенной ст). 

2.3.2. Теорема. Умножение натуральных чисел существует и един- 

ственно. 
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Доказательство. Сначала установим, что умножений натуральных 

чисел существует не более чем одно. Предположим, что существует ум- 

ножение о, удовлетворяющее аналогичным условиям: 

с1) mol=m для любого MEN; 
41) топ’ =топ-+т для любых т, ПЕ М. 

Индукцией по п легко доказать, что т-п = топ для любого п при фик- 

сированном т. Следовательно, умножения : И о совпадают. 

Теперь докажем существование умножения. Индукцией по т до- 

кажем, что для любых натуральных чисел т и п существует и притом 

только одно натуральное число, обозначаемое т-п, такое, что выпол- 

няются условия с) и а). Для т = 1 и произвольного натурального числа 

п определим 1.п=п. Тогда 1.1=1, т. е. условие с) выполняется. Далее, 

пользуясь данным определением и аксиомой сложения а), получаем: 

опр. а) опр. 

1.п’ = п’=п+1 = 1.п-+1, 

т. е. условие d) также выполняется. 

Пусть для натурального числа т и произвольного натурального чис- 

ла п существует m:n с условиями с) и а). Определим т’. п=т-п-+п для 

любого пе М. Проверим выполнимость условий с) и d). Имеем: 

опр. и.п., с) а) 

т’.1 = т.1+1 = т+1=т”, 

т. е. условие с) для т’ выполняется. Далее, 

опр. и.п., а) а) 
т’.п’ = т.п’+тп = т.п+т+п’=т.п+т+п1п+1= 

опр а) ° 

=(m-n+n)+(m+1) = m'-n+(m+l)=m’-n+m’, 

т. е. условие d) для m’ также выполняется. O 

Пусть дан натуральный ряд (М ,) с единицей 1. Обозначим 1’ = 2, 2’ = 3, 

3’ = 4, 4 = 5, 5’ = 6. Пользуясь введенными обозначениями и определени- 
ями умножения (2.3.1) и сложения (2.2.1) натуральных чисел, находим: 

а) с) 

3.2=3.Г=3.1+3=3+3= 

=34+2'=(3+2) =(34+1') =((38+1)’) =(3)' =((4)’)’ =5'=6. 

Найдите аналогично произведение 2.3. 

Иногда говорят: «это просто как дважды два — четыре». Теперь чи- 

татель знает, как доказать этот «символ простоты»: дорога к доказа- 

тельству ведет от аксиом Пеано. 

Для большей формализации доказательства теоремы 2.3.2 заметим, 

что умножение натуральных чисел представляет собой отображение 
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множества NXN в М, которое при фиксированном первом сомножи- 

теле т определяет отображение g,, : М-> М. При этом аксиомы с) и а) 

превращаются в условия: 

Ст) Sm (1) =т, 

din) &m(1) = mn (1) +m для любого NEN. 

Таким образом, доказательство существования и единственности 
умножения натуральных чисел сводится к доказательству существова- 

ния и единственности отображения g,, для любого те N, удовлетворя- 
ющего условиям с») и d,,). Вначале доказывается, что любые два та- 

ких отображения совпадают, а затем индукцией по т устанавливается 
существование отображения g,,. Далее, отображение множества Мх N 

в М, сопоставляющее всякой упорядоченной паре натуральных чисел 

(т, п) натуральное число g,,(n), обозначаемое через т.п, удовлетворя- 
ет, как легко проверить, условиям с) и 4), т. е. является умножением 

натуральных чисел. 

Основные свойства умножения 

Докажем привычные свойства умножения. Введем обычный по- 
рядок выполнения операций: сначала умножение, а потом сложение. 

Эта условность поможет нам экономить на скобках. Договоримся так- 
же не писать знак умножения, если это не вызывает недоразумений. 

2.3.3. Предложение. Умножение натуральных чисел дистрибутив- 

но относительно сложения: k(m+n)=km+knu(m+n)k=mk+nk для лю- 

бых k,m,neN. 
Доказательство. Первое равенство докажем индукцией по п=1 

при произвольно выбранных К и т. Прип = 1 имеем: 

а) d) с) 

К(т+1)=Кт’=Кт+К=Кт+К.1. 

Пусть К(т+п) =Кт-Кп. Докажем, что К(т+п’) =Кт-+Кп’. Имеем: 

b) d) И.П. 
k(m+n’)=k(m4+n)=k(n4+n)+k = (km+kn)+k= 

d) 
=km+(kn+k)=km+kn’. 

Второе равенство дистрибутивности доказывается аналогично ин- 
дукцией по К. O 

2.3.4. Предложение. Умножение натуральных чисел ассоииативно, 

т. е. (km)n=k(mn) для любых К, т, пЕМ. 

Доказательство индукцией по п. При п = 1 получаем: 
с) с) 

(Кт)/1=Кт=КОт\). 

Пусть (km)n = К(тп), докажем, что (km)n’ = k(mn’). Имеем: 

а) WI. 2 d) 

(km)n’=(km)n+km = k(mn)+km = k(mn+m)=k(mn’). О 
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2.3.5. Предложение. Умножение натуральных чисел коммутатив- 

но: тп=пт для любых т, пЕМ. 

Доказательство (по образцу доказательства 2.2.4) предоставляется 

читателю. 

В дальнейшем мы докажем, что умножение натуральных чисел (как 

и сложение) обладает свойством сократимости. 

Итак, сложение и умножение натуральных чисел ассоциативны, 

коммутативны и связаны дистрибутивным законом. Введем название 

для алгебраической системы, обладающей такими же свойствами. 

2.3.6. Определение. Полукольиом называется система (А, +, .), удов- 

летворяющая следующим условиям: 

1) сложение + ассоциативно и коммутативно, т. е. система (А, +) 

является коммутативной полугруппой, она называется аддитивной по- 

лугруппой полукольица; 

2) умножение : ассоциативно, т. е. система (А, ‘) является полугруп- 

пой, она называется мультипликативной полугруппой полукольиа; 

3) умножение дистрибутивно относительно сложения: (а + Б)с = 

= ас + bc, cla+b)=ca+cb для любых а, Б,сЕА. 

Если умножение коммутативно, то полукольцо называется комму- 

тативным. 

Из доказанных выше свойств сложения и умножения натуральных 

чисел вытекает, что система (N ‚+, -) является коммутативным полуколь- 

цом. Закрепим этот факт в виде определения, подчеркивающего гене- 

алогию этого понятия. 

2.3.7. Определение. Пусть дан натуральный ряд (N , ') и в соответ- 

ствии с определениями 2.2.1 и 2.3.1 на М определены операции сложе- 

ния + и умножения .. Тогда система (N ‚+, -) называется полукольцом 

натуральных чисел. 

§ 4. Отношение «меньше». 

Линейно упорядоченное множество натуральных чисел 

Вспомогательные утверждения 

Докажем ряд вспомогательных утверждений, которые, в частности, 

помогут нам определить отношение «меньше» для натуральных чисел 
и доказать его свойства. 

2.4.1. Предложение. Всякое натуральное число п #1 непосредствен- 
но следует за некоторым натуральным числом. 

Доказательство. Обозначим через М множество, содержащее 1, 

и всякое натуральное число, которое непосредственно следует за неко- 
торым натуральным числом. Тогда le М, и если пЕ М, топ’Е М. По ак- 
сиоме индукции, М = М. Таким образом, всякое натуральное число 

либо совпадает с единицей, либо непосредственно следует за некото- 
рым натуральным числом. O 
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2.4.2. Предложение. Для любых т, пЕ М ecnum#n, mom’ = п.. 

Доказательство. Если предположить, что т’=п’, то по аксиоме P, 

получаем т = п, что противоречит условию. O 

2.4.3. Предложение. Для любых т, пе М выполняется неравенство 

M+n#n. 

Доказательство проведем индукцией по п при произвольно зафик- 

сированном т. При п = 1 имеем: т+1=т’ #1 по аксиоме Pj. Пусть 

m+n#n, тогда по 2.4.2 (m+n) = п’, откуда по аксиоме сложения БЬ) по- 

лучаем m+n’ = п’. 0 

2.4.4. Следствие. Для любого пе Мп’ #n. 

К следующему утверждению мы неоднократно будем обращаться 

в дальнейшем. Оно, в частности, лежит в основе определения отноше- 

НИЯ «меньше» для натуральных чисел. 

2.4.5. Теорема. Для любых натуральных чисел а и Ь имеет место 

одно и ТОЛЬКО ОДНО ИЗ соотношений: 

1) существует К Е М такое, что b = a + К; 

2) а=Б; 

3) существует т Е М такое, чтоа = = т. 

Доказательство. Существование по крайней мере одного из соотно- 
шений докажем индукцией по b при произвольно зафиксированном а. 

Пусть b = 1. Если а = 1, то имеет место соотношение 2). Если а*1, 

то по 2.4.1 существует т Е М такое, что а = т’. Отсюда а=т+1=1+т, 

т.е. ддяаи b = 1 имеем соотношение 3). 

Предположим, что дляа и Ь имеет место одно из соотношений 1)—3) 

и докажем, что для а UD’ имеет место одно из соотношений указанного 

типа. 

Если b = а + К, то по аксиоме Пеано Р. и аксиоме сложения b) полу- 

чаем: b’ =(a+k)’=a+k’, т.е. дляа и Б’ имеет место соотношение типа 1). 

Если а = b, то b’=a’=a+l, т. е. для а и Db’ получаем соотношение 

типа 1). 

Наконец, еслиа = b = т, то при т = 1 nomyaaema=b+1=b’ — соотно- 

шение типа 2), априт #1 по 2.4.1 существует натуральное число К такое, 

что т = К’, имы получаем: a=b+m=b+k’ =b+k+1=(64+1)+k=b’ +k — 

соотношение типа 3) дляаи b’. 

Докажем, что не могут выполняться сразу два из соотношений 1)—3). 
Предположим, например, что одновременно имеют место соотношения 

1) u 3). Тогда b=a+k=(b+m)+k=b+(m+k), что противоречит 2.4.3. 

Аналогично рассматриваются остальные случаи. O 

Отношение «меньше» для натуральных чисел 

Введем отношение «меньше» для натуральных чисел, используя сло- 

жение. 

2.4.6. Определение. Будем говорить, что натуральное число а мень- 

ше натурального числа b и писать а < b, если существует натуральное 

число К такое, что b = a + К. 
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В нашем представлении натуральные числа можно «выстроить в ли- 
нейку», используя отношение <. При этом мы пользуемся тем, что про 
любые два натуральных числа а и b можно однозначно сказать: либо 
а < b, либо a = Ь, либо b < а. Это свойство называется свойством три- 

хотомии, что в переводе означает «одно из трех». Важным свойством 
отношения «меньше» является также возможность сравнить числа 

а и с «транзитом» через «посредника» b: еслиа < bub < с, Toa < с. 
Это так называемое свойство транзитивности. Уточним эти наши ин- 
туитивные представления в виде строгих определений. 

2.4.7. Определение. Система (А, <) с основным множеством А и би- 
нарным отношением < (меньше) называется линейно упорядоченным 
множеством, если выполнены следующие два условия: 

1) (свойство трихотомии). Для любых а, БЕА имеет место одно 

и только одно из соотношений: a<b, a=b, b<a; 
2) (свойство транзитивности). Для любых a,b,ceE A, если a < БВ, 

Ь < с, тоа < с. 
При этом отношение < называется отношением линейного порядка. 

2.4.8. Теорема. Система (N, <) является линейно упорядоченным 

множеством. 

Доказательство. Свойство трихотомии отношения < выте- 
кает из 2.4.5. Докажем свойство транзитивности. Пусть для а, ВБ, 

СЕ М имеют место соотношения а < bub < с. По 2.4.6, это озна- 
чает, что b =a + Кис = b + т при некоторых К,теМ. Отсюда 

с=(а+К)+т=а+(К+т), что означает а < с. 0 

Введем отношения >, <, > в наиболее общей ситуации. 

2.4.9. Определение. Пусть дано линейно упорядоченное множество 

(А, <). Для любых a,b € А положим: 
1) a> b (а больше b) тогда и только тогда, когда b < a; 

2) as<b (а меньше или равно b) тогда и только тогда, когдаа < b 
илиа = b; 

3) а> (а больше или равно b) тогда и только тогда, когда a > b 

илиа = b. 
2.4.10. Предложение. Отношение = обладает следующими свой:- 

ствами: 
1) рефлексивности: а <а для любого аеЕА; 
2) антисимметричности: для любых а, БЕ А еслиа<рир<а, тоа = БВ; 
3) транзитивности: для любых а, БЕ А еслиа< Би < с, тоа<с; 

4) линейности: для любых а, БЕАа<Ь или b<a. 
Доказательство. Рефлексивность следует из того, что а = а. Дока- 

жем антисимметричность. Предположим, чтоа<БиБ<а, ноа;. Тогда 
получаем а < bub < а, что противоречит свойству трихотомии. Тран- 
зитивность отношения < следует из транзитивности отношений < и =. 
Свойство линейности вытекает из свойства трихотомии. 0 

Заметим, что иногда линейно упорядоченное множество определяют 
как систему (А, <), где бинарное отношение = рефлексивно, антисим- 
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метрично, транзитивно и линейно. Тогда говорят, что а < b (а строго 
меньше b), если a<bua#b. Легко доказать, что так определенное OT- 

ношение строгого порядка < обладает свойствами трихотомии и тран- 
зитивности. 

Основные свойства линейно упорядоченного 

множества натуральных чисел 

Дадим одно общее определение. 
2.4.11. Определение. Пусть дано линейно упорядоченное множе- 

CTBO (A, <) и МСА. ЭлементтЕе М (ne€M) называется наименьшим (со- 

ответственно, наибольшим) в М, если т <х (соответственно, Xx <n) для 
любого хЕМ. 

2.4.12. Предложение. Единица 1 — наименьший элемент в М. 
Доказательство. Установим, что 1<п для любого NEN. Если п = 1, 

то утверждение очевидно. Если же n#1, то по 2.4.1 существует нату- 
ральное число т такое, что п=т’ =т +1, откуда 1 < п, а значит, 1<п. 0 

2.4.13. Предложение (свойство дискретности). Для любого аеМ 
не существует хе М такого, что а<х<а+1, т. е. между а иа+1=а' 
нет натурального числа. 

Доказательство. Предположим противное, пусть для некоторо- 
го аеМ существует хеМ такой, что а<х<а+1. Из а < x получаем 
х =а + К для некоторого КЕ М. Если К = 1, Tox = a + 1, что противоре- 
чит предположению. Если же К #1, то, по 2.4.1, существует т Е М такое, 

что К=т’ =т+1, откуда х=а+т +1, т. е. а+1<х, что снова противоре- 
чит предположению. 1 

2.4.14. Следствие. Для любых а, БЕ М ecnua<b’, moa<b, иеслиа < 
<b, тоа’ <b. 

Доказательство. Предположение противного ведет к противоречию 
с 2.4.13. 0 

2.4.15. Определение. Пусть дано линейно упорядоченное множе- 

CTBO (A, <). Непустое подмножество MCA называется ограниченным 

сверху (снизу), если существует элемент БЕА (сЕА) такой, что для 

любого хЕМ x<b (с<х). При этом b называется верхней границей 
(ас — нижней границей) подмножества М. 

2.4.16. Теорема. В линейно упорядоченном множестве натуральных 

чисел всякое непустое ограниченное сверху подмножество имеет наи- 
больший элемент. 

Доказательство. Индукцией по b докажем, что если натуральное 
число b есть верхняя граница некоторого непустого подмножества 

натуральных чисел, то это подмножество имеет наибольший эле- 
мент. При b = 1 утверждение тривиально. Пусть утверждение верно 
для натурального числа b и b’ — верхняя граница непустого подмно- 
жества MCN. Если b’ EM, то b’ и является наибольшим элементом 

в М. Если же b’ Е М, то для любого хЕМ имеем x < D’, откуда по 2.4.14 
x <b. Следовательно, Ь есть верхняя граница подмножества М, и по ин- 
дуктивному предположению в М есть наибольший элемент. O 
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Теорема 2.4.16 в 3.3.19 будет распространена на целые числа, 
при этом мы установим одновременно и симметричное утверждение 
относительно существования наименьшего элемента для всякого не- 
пустого ограниченного снизу подмножества целых чисел. Докажем, 

что для натуральных чисел симметричное утверждение также верно, 
причем в этом случае условие ограниченности снизу выполняется ав- 
томатически, так как одной из нижних границ любого подмножества 
натуральных чисел будет 1. Предварительно введем соответствующее 
понятие. 

2.4.17. Определение. Линейно упорядоченное множество называ- 

ется вполне упорядоченным, если всякое его непустое подмножество 

имеет наименьший элемент. 
2.4.18. Теорема. Линейно упорядоченное множество натуральных 

чисел вполне упорядочено. 

Доказательство. Пусть @ # А с М. Обозначим через М множество всех 
натуральных чисел, не превосходящих всякого аеА: M={xEN|x<a 
для любого ае A} (рис. 9). 

мА 
x та > 

Рис. 9 

Поскольку 1еЕ М, следовательно, М — непустое подмножество, огра- 

ниченное сверху всяким элементом из А. Согласно 2.4.16 в М есть наи- 

больший элемент, который обозначим через т. Тогда т <а для любого 

аеА, и нам остается лишь установить, что ME А. Предположим, что это 

не так. Тогда для любого ae А имеем т < аи по 2.4.14 m’ <a, откуда 

т’ЕМ. Нот<т+1=т’ — пришли в противоречие с предположением 

о TOM, что т — наибольший элемент в М. Остается принять, что MEA 

и является там наименьшим элементом. D0 

$ 5. Различные виды доказательств по индукции 

Усиленный принцип 
полной математической индукции 

Докажем принцип полной математической индукции, в котором де- 

лается более сильное индуктивное предположение. 

2.5.1. Теорема (усиленный принцип полной математической индук- 

ции). Предложение Т(п), зависящее от натуральной переменной п, верно 

для любого натурального числа, если выполнены следующие условия: 

1) TM) верно для п = 1, т. е. Т(1) истинно; 

2) каково бы ни было натуральное число т, из предположения 

о том, что Т(п) истинно для всех п < т, следует, что оно верно и для т, 

т.е. ТОп) истинно. 
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Доказательство от противного. Предположим, что Т(п) верно не для 

всякого натурального числа. Тогда множество А всех натуральных чи- 

сел, для которых Т(п) не верно, не пусто и по 2.4.18 имеет наименьший 

элемент, который обозначим через т. По условию 1), m#1, следова- 

тельно, существуют натуральные числа, меньшие т. Tak как т — наи- 

меньший элемент в А, то все натуральные числа, меньшие т, уже 

А не принадлежат, а значит, для них утверждение Т(п) верно. Но тогда, 

по условию 2), оно должно быть верно и для т — пришли к противо- 

речию. Остается принять, что A=. Но это означает, что Т(п) верно для 

любого натурального числа. O 

Обобщенный принцип 
полной математической индукции 

Иногда истинность утверждения Т(п) нужно доказать для всех на- 

туральных чисел, начиная с некоторого натурального числа а. Тогда ис- 

пользуется следующая теорема. 

2.5.2. Теорема (обобщенный принцип полной математической ин- 

дукции). Пусть ае М. Предложение Т(п) верно для любого натурального 

числа п > а, если выполнены следующие условия: 

1) предложение Т(п) верно для п = а, т. е. Т(а) истинно; 

2) каково бы ни было натуральное число п>а, из предположения 

о том, что Т(п) истинно, следует, что Т(п’) истинно. 

Доказательство. Обозначим через М множество, содержащее все на- 

туральные числа, меньшие а, и все п, для которых Т(п) истинно. Поль- 

зуясь принципом полной математической индукции, докажем, чтопе М 

для любого пе М. По условию 1), аЕМ, a так как 1<а, то1ЕМ. Пусть 

пЕМ, тогда либо п < a, либо Т(п) истинно. В первом случае п’ <a, от- 

куда п’ € М, а во втором — по условию 2), п’ Е М. Таким образом, М = М. 

Отсюда следует истинность T(n) для любого п> а. O 

Обобщенный усиленный принцип 
полной математической индукции 

Докажем принцип полной математической индукции, который со- 

единяет в себе черты усиленного и обобщенного принципов. 

2.5.3. Теорема. Пусть ае М. Предложение Т(п) верно для любого на- 

турального числа NZ A, если выполнены следующие условия: 

1) предложение Т(п) верно для п = а, т. е. Т(а) истинно; 

2) каково бы ни было натуральное число т>а, из предположения 

о том, что Т(п) истинно для всех натуральных п таких, что а<п<т, 

следует истинность Т(т). 

Доказательство. Обозначим через М множество, содержащее все 

натуральные числа, меньшие а, и все п, для которых Т(п) истинно. 

Пользуясь усиленным принципом полной математической индукции, 

нетрудно доказать, что всякое натуральное число принадлежит М. Это 

и доказывает теорему. O 
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§ 6. Упорядоченное полукольцо натуральных чисел 

Связь между операциями +, : и отношением < 

2.6.1. Предложение. Сложение и умножение натуральных чисел мо- 

нотонны, т. е. для любых a,b, cE N еслиа < b, moat+c<b+cua:-c<b:c. 

Доказательство. Из условия а < b следует, что b = a + Кпри неко- 

тором КЕМ. Тогда b+c=a+k+c u Бс=(а+К)с=ас+Кс, откуда at+c<b+c 

иа:с<Ь.с. п 

Рассматривая систему (№ ‚+, *, <), приходим к следующему общему 
понятию. 

2.6.2. Определение. Система (К, +, *, <) с основным множеством К, 

бинарными операциями сложения + и умножения : и бинарным отно- 
шением < называется упорядоченным полукольиом, если выполнены 

следующие условия: 

1) (К, +, -) — полукольцо, содержащее более одного элемента; 

2) (К ; <) — линейно упорядоченное множество. 

Операции сложения и умножения монотонны: для любых a,b,ce K, 

еслиа < b, TOa+c<b+c (монотонность сложения), и еслиа<Б, с<с+с, 

To a-c<b-c uc-a<c-b (монотонность умножения). 

2.6.3. Определение. Система (№ ‚+,*, <) называется упорядоченным 

полукольиом натуральных чисел. 
2.6.4. Определение. Пусть дано полукольцо (К, +, .). Элемент OE K 

называется нулем (а элемент ее К называется единицей), если для лю- 

богоаеК a+0=0+a=a (соответственно, а:е=е:а=а). 

Очевидно, (упорядоченное) полукольцо натуральных чисел не со- 
держит нуля, но содержит единицу. 

Заметим также, что если упорядоченное полукольцо содержит 
нуль 0, то условие с<с+с эквивалентно условию с > 0. 

Основные свойства упорядоченного полукольца 
натуральных чисел 

2.6.5. Предложение. В упорядоченном полукольце натуральных чи- 
сел неравенства одинакового смысла можно почленно складывать и пе- 
ремножать. 

Доказательство. Докажем, что если а<Б, с<а, TOoa+c<b+d. Из ус- 

ловия а < b следует а+с<Ь+с, а изс < 4 получаем b+c<b+d. Отсюда, 
пользуясь транзитивностью отношения <, заключаем, что a+c<b+d. 

Возможность умножения неравенств доказывается аналогично. O 
2.6.6. Предложение. Сложение и умножение натуральных чисел 

обладают свойствами сократимости, т. е. для любых а, 5, сЕМ если 
a+c=b+cunua-c=b-c, moa = b. 

Доказательство. Если предположить, что а # b, то по свойству трихо- 
томии либо а < b, либо b < a. Но если, например, а < b, то по свойству 

монотонности сложения и умножения получаем a+c<b+cua-c<b-c, 
что противоречит условию. UO 
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2.6.7. Предложение. В упорядоченном полукольце натуральных чи- 
сел выполняется аксиома Архимеда: для любых а, Бе N существует на- 
туральное число п такое, что па > пб. 

Доказательство. Так как 1<a u b<b+l1, то по 2.6.5 b<(b+1)-a, от- 

куда при п=п+1 получаем па > пб. O 
Несложно доказывается следующая общая теорема. 
2.6.8. Теорема. Пусть дано упорядоченное полукольио (К, +,°; <) 

ua,b,c,deK. 
1) Ecnua<b, c<d, тоа+с<Ь+а, uecnuasb,c<d,moatcs<b+d. 
2) Если 0 — нунльв Ku0<a<b, 0<c<d, moa-c<b-d, uecnu0<a<b, 

O<c<d, moa-c<b-d. 

$ 7. Индуктивные определения 

Обоснование индуктивных определений 

Индуктивное задание последовательности (x,,) заключается в TOM, 
что задают один или несколько первых членов последовательно- 
сти и правило образования следующего члена последовательности че- 
рез предыдущие, которое называется рекуррентным соотношением. 
Например, зададим последовательность (x,,), положив: 

а) x, = 5; 
b) ха =2X, -7. 
Наша уверенность в том, что условия а) и Ь) действительно опре- 

деляют последовательность, основана на том, что мы можем найти 
одно за другим любое число ее членов: X, = 5, Xp =2x, -7=2.5-7=3, 

хз = 2х5 -7=2.3-7=-1, ит. д. Однако это «и т. д.» нельзя считать дока- 

зательством того, что существует и притом только одна последователь- 
ность (x,,), удовлетворяющая условиям а) и Б). Докажем, что условия а) 

и 5) действительно однозначно определяют последовательность. 
Чтобы понять, что именно нужно доказывать, проанализируем 

наш пример. Начнем с того, что последовательность будем рассматри- 
вать как отображение f:N— 7. Далее, если рассмотреть отображение 
8:7 —> Z, при котором 8(х)=2х-7 для любого хе Z, то правило образо- 
вания }(п+1) =х„.1 по f(n) =x, можно записать в виде f(n+1)=e(f()). 
Кроме того, введем одно необходимое понятие. 

2.7.1. Определение. Начальным отрезком натурального ряда назо- 

вем всякое подмножество 1,n={xEN|1<x <n}. При этом будем гово- 

рить кратко: отрезок 1, п. 

Теперь у нас все готово, чтобы сформулировать и доказать нужную 
теорему. 

2.7.2. Теорема (об индуктивных определениях). Пусть А — непу- 
стое множество, ae Аи  — отображение A в А. Существует и притом 
только одно отображение f : N— А такое, что: 

а) f(1) =a; 
b) f(n+1)=g(f(n)) для любого пЕ М. 
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Доказательство. Естественно напрашивается следующее построе- 

ние искомого отображения f множества М в множество A. 

1-й шаг. Положим f(1) = a. 

2-й шаг. Найдем g(f(1)) и положим {(2) = (К), (2) = з(а)). 

3-й шаг. Найдем g(f(2)) и положим {(3) = g(f(2)). 

КХЛ ИХ ХХХ 1 

ЖКХ ХХХ Я] 

Другими словами, мы строим последовательно отображения отрез- 

ков 1,1, 1,2, 1,3, ... во множество А так, чтобы отображение каждого 

следующего отрезка являлось продолжением отображения предыдущего 

отрезка, причем на первом шаге обеспечиваем выполнение условия а), 

а на каждом последующем шаге обеспечиваем выполнение условия Б). 

Реализуем эту идею в более строгом изложении. Индукцией по т до- 

кажем, что для любого натурального числа т существует и единствен- 

ное отображение f,, отрезка 1, т во множество А такое, что: 

Am) fm) = a; 
b,,) если т > 1, то f,,(1’) = (Си (т)) для любого п, удовлетворяющего 

неравенствам 15 п< т. _ 
Для т = 1 отрезок 1,1={1}, поэтому требование b,) отпадает, и, оче- 

видно, единственным отображением отрезка 1,1 в А, удовлетворяющим 

условию а1), является } (1) =а. a 

Пусть существует единственное отображение }., отрезка 1, т BO мно- 

жество А, удовлетворяющее условиям аи) и D,,). Докажем существова- 

ние и притом только одно отображения f,, отрезка 1, т’ в А, удовлетво- 

ряющего условиям ат) и Б.). Определим 

fn@), если пЕТт, 
ATU = 

ай g(fn(m)), если n=m’. 

Очевидно, [^ является отображением отрезка 1, т’ BA, продолжающим 

отображение f,,,. Докажем, что оно удовлетворяет условиям аи) и В). Так 

как 1е1, т, то f,,,() = f,, D =a, т. е. fy, удовлетворяет условию ал). 

Пусть натуральное число п удовлетворяет неравенствам 1<п<т.. 

Тогда либо 1<n’<m, либо n’=m’. В первом случае мы можем перей- 

ти к отображению f,,: fay (nN) =fn@)=2eUin(d) = (р. (п)). Во вто- 

ром случае, используя определение отображения {», получаем 

(т) = (р (mM) = gf (т)). Таким образом, отображение f,, удовлет- 

воряет условию В». 

Докажем единственность отображения f,. Пусть существует отобра- 

жение h,, :1,m’ > A, удовлетворяющее условиям: 

Cra) Ay (1) = a; 

а») Ay (n’) = (Пи. (n)) для любого п, удовлетворяющего неравенствам 

1<п<т.. 
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Отображения f,, и hj, на отрезке 1, т удовлетворяют условиям а») 

иЬ,,) и по индуктивному предположению совпадают. В то же время, 

fin’) = (Г m)) = «Фи (т)) =, т”). Следовательно, отображения f,, 

и hy, совпадают на отрезке 1, т”. 

Итак, для любого те М доказано существование и единственность 

отображения f,, отрезка 1, т в А, удовлетворяющего условиям а„) H D,,). 

Определим отображение f:N—A, положив f(m)= f,,(m) для любого 

те М. Легко видеть, что отображение гудовлетворяет условиям а) и Ь) 

и является единственным отображением с этими условиями. O 

Иногда приходится прибегать к индуктивным определениям 60- 

лее общего характера. Например, при задании последовательно- 

сти ее (п + Т)-йЙ член может зависеть не только от { (п), HO и отп, 

т. е. рекуррентное соотношение имеет вид /{(п’) = (п), п); или мо- 

жет f(n’) зависеть от всех предыдущих членов последовательно- 

сти и отп, т.е. f(n’)=g(fQ), f(2),..., Г(п), п). Соответствующие теоре- 

мы об обосновании таких индуктивных определений доказываются 

аналогично. 

В качестве приложения этой теоремы наметим еще одно доказатель- 

ство существования и единственности умножения натуральных чисел. 

Эта операция представляет собой отображение, ставящее в соответствие 

всякой упорядоченной паре натуральных чисел (т, п) натуральное число 

т.п, причем выполняются два условия — аксиомы умножения. При фик- 

сированном т оно превращается в отображение f,, : М-> М, удовлетво- 
ряющее условиям: с) fn) =mud,,) fr) = fi, 1) +m для любогоп > М. 

По теореме 2.7.2 для любого т отображение f,, существует и единствен- 

но, что доказывает существование и единственность умножения нату- 

ральных чисел. 

Подобным образом можно было бы доказать существование и един- 

ственность сложения натуральных чисел. Но в нашем доказательстве 

теоремы 2.7.2 используется отношение <, которое, в свою очередь, 

определено с помощью сложения натуральных чисел. Получился бы по- 

рочный круг. Вместе с тем теорему 2.7.2 можно доказать без использо- 

вания сложения натуральных чисел, и тогда ее можно применить для 

доказательства существования и единственности этой операции. 

Сумма и произведение нескольких элементов 

Приведем индуктивное определение суммы п слагаемых в наиболее 

общей форме. 

2.7.3. Определение. Пусть дана аддитивная полугруппа (А, +) И 

а, а2,.... а € A. Положим по определению: 
1 

1) Уа;=а; 
i=1 
n+1 n 

2) da; -(5 a + дл. 
1=1 1=1 
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n 

При этом >) d; называется суммой п слагаемых и записывается также 
i=1 

в виде а! +) +...+d,. Если здесь все слагаемые равны а, то мы получа- 

ем определение натурального кратного (точнее, п-кратного) элемента 

а, которое обозначается через па. 

Заметим, что если полукольцо (К, +, -) содержит полукольцо нату- 

ральных чисел (N ‚+, .), то для любых аеК, пЕМ, имеем па=п:а. 

Переведя определение 2.7.3 на мультипликативный язык, получа- 
п 

ем определение произведения п сомножителей [| а; (или a, -а> .....а,) 

и степени с натуральным показателем ап. t=1 

Отметим основные свойства натуральных кратных и степеней с Ha- 

туральными показателями (они легко доказываются индукцией по п). 

2.7.4. Предложение. Для любых элементов а и b полукольца (К, +, . 

и любых т, пЕМ, имеют место соотношения: 

1) Сп+пда=та+па, amt? =qm .qn, 

2) (mnja=m(na), a™ =(a™)", 

3) ma-nb=(mn)(a-b); 

4) если ab=ba, то a" -b" =(a-b)". 
Если а и b — элементы упорядоченного полукольиа (К, +, +, <) с Ну- 

лем 0, то для любогопЕМ: 

1) еслиа < Ь, то па < nb; 

2) если О<а<Ь, то ап <b". 

В следующих темах определения натурального кратного и степе- 

ни с натуральным показателем будут дополнены и введены понятия 

целого кратного и степени с целым, а затем — с рациональным и дей- 

ствительным показателями. 

§ 8. Изоморфизм одноименных систем натуральных чисел 

Чем могут отличаться одноименные системы натуральных чисел? 

Исходя из определения натурального ряда (№ , '), мы определили по- 

следовательно аддитивную полугруппу натуральных чисел (№ ‚+), по- 

лукольцо натуральных чисел (N yt, .), линеино упорядоченное множе- 

ство (№, <) и упорядоченное полукольцо (№, +,-,<) натуральных чисел. 
Возьмем другой натуральный ряд (№, ") и, исходя из него, определим 

аналогичные системы (N,,®), (№, ©, ®), (№1 , <), (N,,, 69, <). Чем мо- 

гут отличаться системы с основным множеством М от соответствующих 

систем с основным множеством №? Оказывается, весьма несуществен- 

ным: лишь обозначениями элементов, отношений и операций. Суще- 

ствует взаимно однозначное отображение («наложение») ф множества 

N на множество N,, при котором сохраняются: отношение непосред- 

ственного следования, операции сложения и умножения, а также от- 

ношение «меньше», т. е. ДЛЯ любых т ne N,n= m’ тогда и только тогда, 
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когда ф(п) = (ф(т))”; ф(т+п) =ф(т) GED), ф(т-п) = (т) ® ф(п); ит < п 
тогда и только тогда, когда ф(т) чф(п). Другими словами, одноименные 

системы изоморфны. Докажем это. 
2.8.1. Теорема. Изоморфны любые два натуральных ряда, любые две 

аддитивные полугруппы натуральных чисел, любые два полукольца на- 
туральных чисел, любые два линейно упорядоченных множества и лю- 
бые два упорядоченных полукольца натуральных чисел. 

Доказательство. Пусть даны два натуральных ряда (№, ') И (М, ") 

с единицами 1 ие соответственно. По 2.7.2, существует отображение 
ф: М> М, заданное индуктивно следующим образом: 

а) oC) =e; 
b) o(n’)=(9(n))” для любого пЕ М. 

Докажем сначала, что отображение ф сохраняет операции сложения 

и умножения, а также отношение «меньше». 

Индукцией по п докажем, что для любых т, пе М, имеет место ра- 

венство ф(т + п) = Ф(т) © ф(п). 

1. При п = 1, пользуясь последовательно первой аксиомой сло- 

жения +, свойством b) отображения ‹ф, первой аксиомой сложения © 

и свойством а), получаем: 

e(m+1)=(m’)=(9(m))” = e(m) Ge = e(m) O (1). 

2. Пусть ф(т+п) =Ф(т) © e(n), докажем, что E(mM+n’)=O(m) oN’). 

Пользуясь последовательно второй аксиомой сложения +, свойством 5) 

отображения ф, индуктивным предположением, второй аксиомой сло- 

жения © и снова свойством Ь), получаем: 

o(m+n’)=e((m+n)’) =(o(m+n))” = (Ф(т)Фо(п))" = E(m) © (e(n))” = 

=(m) © ф(т). 

Таким образом, ф сохраняет операцию сложения. Аналогично дока- 

зывается, что ф сохраняет операцию умножения. 

Вспомним, что для натуральных чисел а и Ь имеет место неравен- 

ство а < b тогда и только тогда, когда существует натуральное число К 

такое, что b = а + К. Поскольку ф сохраняет сложение, то отношение 

«меньше» при ф также сохраняется. 

Теперь докажем, что ф является взаимно однозначным отображени- 

ем N B Nj. Пусть ф(т) = ф(п), докажем, что т = п. Предположим, что 

m#n, тогда по свойству трихотомии либо т < п, либо п < т. He нару- 

шая общности, предположим, что т < п. Но тогда получаем (т) чФ(п), 

что противоречит предположению. Наконец, докажем, что ф — отобра- 

жение Ha Nj. Для этого докажем, что всякий элемент п! Е М! имеет про- 

образ в М. Если п! = e, то поа) прообразом n, будет 1е М. Если же n, #е, 

то существует k, е М, такое, что п; = k;’. По индуктивному предположе- 

нию существует КЕМ такое, что ф(К) =К!. Но тогда по условию b) для 

ф получаем Ф(К^) =(@(K))” == т. 

38



Итак, ф — взаимно однозначное отображение М на Nj. Отсюда сле- 

дует, что равенство п = т’ имеет место тогда и только тогда, когда 

ф(п) = @(m’). По условию b) получаем ф(п) = (ф(т))”, т. е. ф сохраняет OT- 

ношение непосредственного следования. O 

2.8.2. Теорема. Изоморфный образ натурального ряда, аддитивной 

полугруппы, полукольца, линейно упорядоченного множества и упоря- 

доченного полукольца натуральных чисел есть соответственно нату- 

ральный ряд, аддитивная полугруппа, полукольио, линейно упорядочен- 

ное множество и упорядоченное полукольио натуральных чисел. 

Доказательство. Пусть даны натуральный ряд (№ ) и его изоморф- 

ный образ (N,”) при изоморфизме ф. По определению 1.17, это озна- 
чает, что для любых т, пе М, имеет место п=т’ тогда и только тогда, 

когда o(n) = ф(т)”, что равносильно условию ф(т”) = (@(m))” для любого 

теМ. Легко доказать, что система (N , ") является натуральным рядом 

с единицей (1) =e, т. е. удовлетворяет аксиомам P, — Py. 

Пусть система (№ , ®) является изоморфным образом аддитивной по- 

лугруппы натуральных чисел при изоморфизме \у и \\(1) =e. Определим 

на №, отношение непосредственного следования, положив п! =N, Фе для 

любого п; Е М. Если \у(п) = па, то y(n) = yw(n+1) = w(n) © yw) =n, Фе=шщ. 

Следовательно, \у является изоморфизмом натурального ряда (N ) 

на систему (№М,) и, по доказанному, последняя является натуральным 

рядом. В соответствии с определением аддитивной полугруппы нату- 

ральных чисел 2.2.7 нам остается лишь убедиться в том, что операция © 

удовлетворяет аксиомам сложения а) и Б) из 2.2.1. Для любых п ‚ п1 Е М, 

имеем: т, Фе=п\ ит! On =m, O(n, Фе) = (т Фп.)Фе=(т On,)’. 

Итак, система (Ni, ®) является аддитивной полугруппой натураль- 

ных чисел. 

Аналогично доказывается, что изоморфный образ полукольца нату- 

ральных чисел есть полукольцо натуральных чисел. 

Пусть система (Ni, <) является изоморфным образом линейно упо- 

рядоченного множества натуральных чисел (№ , <) при изоморфизме {. 

Отношение «меньше» для натуральных чисел определяется с помощью 

сложения (см. 2.4.6). Определим на N, операцию сложения Ф, положив 

т On, = f(m+n). Для любых т: = f(m), n, = f(n) из М. Тогда }— изомор- 

физм (N, +) Ha (Ni, ®) и, по доказанному, последняя система является 

аддитивной полугруппой натуральных чисел. Легко видеть, что M, чп: 

тогда и только тогда, когда существует К! е М такой, что п! =m, Ok,. Сле- 

довательно, (Ni, <) является линейно упорядоченным множеством на- 

туральных чисел. 

Используя уже доказанное, нетрудно установить, что изоморфный 

образ упорядоченного полукольца натуральных чисел есть упорядочен- 

ное полукольцо натуральных чисел. O 
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§ 9. Конечные и счетные множества 

Определение и основное свойство конечного множества 

Натуральные числа используются при счете. Образно говоря, 
счет — это «присвоение номерков» элементам пересчитываемого мно- 
жества М. Точнее, счет — это установление взаимно однозначного ото- 
бражения множества М на некоторый начальный отрезок натурального 
ряда. Если элементы множества М удается пересчитать, то множество 
М называют конечным. Уточним это понятие в строгом определении. 
Предварительно введем одно вспомогательное понятие. 

2.9.1. Определение. Два множества называются равномошными, 

если существует взаимно однозначное отображение одного множества 
на другое. 

2.9.2. Определение. Множество М называется конечным, если оно 

либо пусто, либо равномощно некоторому начальному отрезку 1, п на- 
турального ряда. 

Существует два основных способа сравнения множеств по коли- 
честву элементов. Например, два конечных множества можно пере- 
считать и сравнить полученные числа. Однако этот способ не годится 
при сравнении бесконечных множеств. Второй способ сравнения обхо- 
дится без чисел. Можно считать, что два множества содержат «одинако- 
вое количество элементов», если они равномощны. Например, взаимно 
однозначное отображение ф(п) =2п для любого п Е М убеждает нас, что 
множества М и 2М равномощны, содержат «одинаковое количество эле- 
ментов». Здесь мы видим пример взаимно однозначного отображения 
множества на свое собственное подмножество. Докажем, что конечное 
множество нельзя взаимно однозначно отобразить на свое собственное 
подмножество. Для этого нам понадобится следующее утверждение. 

2.9.3. Лемма. Если существует взаимно однозначное отображение мно- 
жества {а} U В на свое собственное подмножество, то существует взаимно 
однозначное отображение множества В на свое собственное подмножество. 

Доказательство. Если ае В, то утверждение очевидно, поэтому бу- 

дем считать, что ае В. Пусть ф — взаимно однозначное отображение 
множества {a}UB на свое собственное подмножество, которое обо- 
значим через О, т. е. Ф{а}оВ)=рс{а} В. Если ар или (а) =а, то, 

удалив из рассмотрения пару (а, ф(а)), получим искомое взаимно одно- 
значное отображение множества В на свое собственное подмножество. 

Пусть ae Du (а) = а. Тогда существует be В такой, что b# au o(b) =a. 

Изменим отображение ф, заменив пару (а, @(a)) парой (a, a), а пару 

(b, а) — парой (b, o(a)), оставив остальные пары соответствующих элемен- 

тов неизменными. Другими словами, определим отображение \у, положив: 
c 

a, если х=а; 

ус) = ф(а), если х=а; 

(p(x), если x#a, x#b. 

Тогда получим \\(а) =а и придем к рассмотренному случаю. O 
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2.9.4. Теорема (основное свойство конечного множества). Конечное 

множество не равномошно своему собственному подмножеству. 
Доказательство. Достаточно установить, что для любого пЕМ от- 

резок 1, п нельзя взаимно однозначно отобразить на свое собственное 

подмножество. Докажем это индукцией по п. При п = 1 отрезок 1,1 = {1} 

и единственным его собственным подмножеством является OG, так что 

для 1,1 утверждение верно. ___ 
Пусть утверждение верно для отрезка 1, п, докажем, что оно верно 

для отрезка 1, п +1. Предположим противное: пусть существует взаимно 

однозначное отображение отрезка 1,n+1=1,nU{n+1} на свое собствен- 
ное подмножество. Тогда по лемме 2.9.3 существует взаимно однознач- 

ное отображение отрезка 1, п на свое собственное подмножество, что 
противоречит индуктивному предположению. O 

2.9.5. Следствие. Любое непустое конечное множество равномощно 
только одному начальному отрезку натурального ряда. 

Доказательство. Пусть множество М равномощно отрезкам 1, т 

и 1, п. Если предположить, что т < п, то взаимно однозначное отобра- 

жение 1. п n— M —+>1,m т будет взаимно однозначным отображением от- 

резка 1. п п на свое собственное подмножество 1. т т, что противоречит 

2.9.4. Следовательно, т = п. O 

Доказанное следствие позволяет ввести следующее понятие. 
2.9.6. Определение. Будем говорить, что множество М содержит 

п элементов, и писать |M | =n, если М равномощно начальному отрезку 
1, п натурального ряда. 

2.9.7. Определение. Множество называется бесконечным, если оно 

не является конечным. 
2.9.8. Следствие. Множество натуральных чисел бесконечно. 
Доказательство вытекает из того, что множество N равномощно 

своему собственному подмножеству 2N. O 

Число элементов объединения и прямого произведения 
двух конечных множеств 

2.9.9. Теорема. Если А и В — непустые конечные множества и 
ANB=@, то AUB конечно и Aun |A| +|B]. 

Доказательство. Пусть |A|=m, |B| =n. По определению 2.9.7, это _оз- 
начает, что множества A и В равномощны отрезкам соответственно 1. т т 

и1,п. Обозначим m+1,m+n={xEN|m+1<x<m+n} и определим ото- 

бражение ф: 1, п->т+1, m+n, положив Ф(у) =т+у для любого у Е1, п. 
Легко видеть, что ф — взаимно однозначное отображение отрезка Ln n 

на отрезок т+1, т+п. Но тогда существует взаимно однозначное ото- 

бражение множества AUB на отрезок 1,m+n=1,nUm+1,m+n. Это 

и означает, что [АоВ|=т+п=|А|+|В|. O 
2.9.10. Предложение. Если непустые множества А и В конечны, 

то множество АхВ конечно и|АхВ|=|А|-В.. 
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Доказательство. Пусть |A|=m, |В|= п. Равенство |АхВ|=т-п дока- 
жем индукцией по п. 

При п = 1 получаем B={b} и AXB={(a,b)|ae A}. Для любого ае А 

положим O(a)=(a,b). Очевидно, ф — взаимно однозначное отобра- 

жение множества А на прямое произведение АхВ, следовательно, 
[А«хВ|=|А|=т=т-1. 

Пусть для натурального числа п утверждение верно и [В] =п+1. Тогда 

В можно представить в виде В=В АБ}, где В С4Ы}=®@. Тогда 
AxB=(AxB,)U(Ax{b,}) и(АХВ ) п(АЖЬ}) =O. Используя 2.9.9 и ин- 
дуктивное предположение, получаем |AxBl|=|AxB,|+|Ax{b}| = 
=т.п+т =m-(n+]).0 

Счетные множества 

2.9.11. Определение. Множество называется счетным, если оно 

равномощно множеству натуральных чисел. 

2.9.12. Теорема. Всякое подмножество счетного множества либо 
конечно, либо счетно. 

Доказательство. Пусть А — счетное множество и МСА. Если М ко- 
нечно, то доказывать нечего. Предположим, что М бесконечно. По опре- 

делению 2.9.11 существует взаимно однозначное отображение ф: A> М. 

Проще говоря, элементы множества А занумерованы натуральными чис- 

лами. Пусть элемент т Е М имеет в этой нумерации наименьший номер. 
Присвоим ему номер 1 и обозначим его через m,. Пусть уже выбраны 

элементы M1, то, ..., ти. Рассмотрим подмножество остальных элементов 

из М и, выбрав среди них элемент с наименьшим номером, присвоим ему 

новый номер п + 1, получим элемент т„..1. Всякий элемент из М на ко- 

нечном шаге получит свой новый номер. Следовательно, М счетно. 
2.9.13. Теорема. Всякое бесконечное множество содержит счетное 

подмножество. 
Доказательство. Пусть множество А бесконечно. Выберем в нем 

счетное подмножество. Первый элемент выберем произвольно, пусть 

это будет а1. Пусть уже выбраны элементы Q,, а2,...‚ а, Е А. Поскольку 
множество А бесконечно, то подмножество остальных элементов из А 

не пусто. Выберем произвольно один из них и присвоим ему номер 

п + 1, пусть это будет а’. 1. В итоге получим счетное подмножество 

множества А. O 

Заметим, что приведенное доказательство носит упрощенный ха- 

рактер. Более формальное доказательство опирается на так называе- 

мую аксиому выбора. Мы не останавливаемся на этих тонких вопросах. 

2.9.14. Теорема. Множество рациональных чисел счетно. 

Доказательство. Рассмотрим множество рациональных чисел в виде 

т 
Q= = meZ,neN } Занумеруем рациональные числа по возрастанию 

п 

суммы |] +n, а при одинаковой сумме — по возрастанию знаменателя, 

при равных же знаменателях — по возрастанию числителя. При этом 
повторяющимся рациональным числам будем присваивать номер лишь 
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при первом их появлении. Понятно, что в результате всякое рациональ- 

ное число получит свой натуральный номер. O 

2.9.15. Теорема. Множество действительных чисел не является 
счетным. 

Доказательство. Достаточно доказать, что подмножество действи- 

тельных чисел (0,1) ={хЕК|0<х<1} нельзя занумеровать натуральны- 

ми числами. Предположим противное: пусть все числа множества (0, 1) 

можно занумеровать натуральными. Представим эти числа в виде деся- 

тичных дробей и составим список дробей в порядке возрастания номеров: 

1) 0, 044109013... 

2) 0, 42101220423 ... 

3) 0, 0310632033 ... 

Сконструируем десятичную дробь О,В\В-В. ..., где цифра В: = &,,, цифра 
Bo # Oo, цифра В; == @зз, и т. д. Очевидно, дробь 0,8, BB, ...€ (0,1) и поэто- 
му должна присутствовать в списке. С другой стороны, эта дробь не мо- 
жет совпадать ни с одной дробью из списка, так как для любого i = 1, 2, ... 

цифра В; # ©..;. Полученное противоречие доказывает теорему. O



Тема 3 

ЦЕЛЫЕ ЧИСЛА 

$ 1. Определение системы целых чисел 

Формирование определения 

Множество целых чисел мы представляем себе как объединение на- 
туральных чисел, нуля и чисел, противоположных натуральным. Целые 
числа можно складывать и перемножать, причем эти операции обла- 
дают всеми свойствами, которыми они обладают для натуральных чи- 
сел. Кратко можно сказать, что множество целых чисел относительно 
сложения и умножения образует полукольцо. Но это полукольцо, в от- 
личие от полукольца натуральных чисел, содержит нуль и для всякого 
целого числа содержит противоположное ему число. Эти дополнитель- 
ные свойства превращают полукольцо в кольцо в смысле следующего 
определения. 

3.1.1. Определение. Система (К, +, .) называется кольцом, если вы- 
полнены следующие условия: 

1) система (К , +) является коммутативной группой (она называется 
аддитивной группой кольца), т. е.: 

а) сложение + ассоциативно и коммутативно, 
b) существует элемент ОЕ К, называемый нулем, такой что а + 0 = 

= а для любого аЕК, 
с) для всякого ае К существует элемент -ае К, называемый проти- 

воположным для а, такой что а+(-а)=0; 
2) система (К , .) является полугруппой (она называется мультипли- 

кативной полугруппой кольца), т. е. умножение ассоциативно; 
3) умножение дистрибутивно относительно сложения, т. е. 

a(b+c)=ab+ac u(b+c)a=ba+ca для любых a,b,ce K. 
Если умножение в кольце коммутативно, TO кольцо называется KOM- 

мутативным. 
Таким образом, полукольцо является кольцом, если его аддитивная 

полугруппа является группой. 
Итак, систему целых чисел мы представляем себе как кольцо, основ- 

ное множество которого состоит из натуральных чисел, нуля и чисел, 
противоположных натуральным. Закрепим это представление в виде 
определения. 

3.1.2. Определение. Системой целых чисел называется кольцо 

(2 ‚+, .), которое удовлетворяет следующим условиям: 
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1) оно содержит полукольцо натуральных чисел (N yt, -)s 

2) всякий элемент из Z принадлежит одному из подмножеств: М, 

{0} и-№М={-п|пеМ№}. Элементы множества Z называются целыми чис- 

лами, а система (2 ‚+, .) называется кольцом целых чисел. 

Определяя систему целых чисел как кольцо, мы тем самым в кра- 

ткой форме указываем на выполнимость свойств сложения и умноже- 
ния, перечисленных в определении кольца. 

Существуют кольца, далеко не похожие на кольцо целых чисел. На- 
пример, кольцо квадратных матриц порядка п > 1, элементы которых 

целые числа, не коммутативно. Кольцо классов вычетов по модулю 
т конечно, оно содержит т элементов. Кольцо с условием 1) из 3.1.2 
бесконечно и, наряду с множеством натуральных чисел М, содержит 0 
и —№ — числа, противоположные натуральным. Но, помимо этих эле- 

ментов, такое кольцо может содержать и другие элементы. Так, кольцо 
рациональных чисел, кроме этих множеств, содержит еще дробные чис- 
ла. Условие 2) из 3.1.2 требует, чтобы в кольце (2 ‚+, .), кроме названных 

подмножеств, не было посторонних элементов. 

Кольцо целых чисел как расширение полукольца 
натуральных чисел 

Напомним определение подкольца. 

3.1.3. Определение. Пусть дано кольцо (К ‚+, .). Подмножество НСК 

называется подкольцом, если выполнены следующие условия: 

1) Н замкнуто относительно сложения и умножения, т. е. если 
а, БЕН ‚ тоа+ЬЕН ua-beH; 

2) ОЕН; 

3) еслиаЕН, то -аЕН. 

В полукольце натуральных чисел уравнение вида а + х = b He всегда 

разрешимо. Поставим перед собой задачу: найти минимальное полу- 

кольцо, которое содержало бы полукольцо натуральных чисел и в ко- 

тором было бы разрешимо названное уравнение. Но полукольцо, в ко- 

тором разрешимо уравнение а + х = b для любых элементов а и ВБ, 

является кольцом (докажите это). Таким образом, нужно найти коль- 

IO, которое содержало бы полукольцо натуральных чисел и не содержа- 

ло бы собственных подколец, содержащих натуральные числа (свойство 

минимальности). 

Докажем, что кольцо целых чисел решает поставленную задачу. Вме- 

сте с тем получим новое краткое по формулировке определение систе- 

мы целых чисел. 

3.1.4. Теорема. Система (К, +, .) есть система целых чисел тогда 

и только тогда, когда она является минимальным кольцом, содержа- 

щим полукольио натуральных чисел. 

Доказательство. (=) По определению 3.1.2, система целых чисел 

(2 ‚ +, .) является кольцом, содержащим полукольцо натуральных чисел 

(N, +, .). Докажем свойство минимальности. Пусть Н — подкольцо, со- 
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держащее N. По определению подкольца (3.1.3), ОЕНи-МСН. Но тог- 

naZ=NU{O}U-N CH. Следовательно, H=Z. 

(<=) Пусть система (К ‚+, .) является минимальным кольцом, содер- 

жащим полукольцо натуральных чисел (№ ‚+, .). Докажем, что (К, +, .) 

является системой целых чисел в соответствии с определением 3.1.2. 

Для этого остается лишь установить, что К =NU{0}U-N. Обозначим 

NU{O}U-N = 2. Легко видеть, что Z является подкольцом, содержащим 

N. По свойству минимальности Z = К. п 
Доказанная теорема позволяет определить систему целых чисел как 

минимальное кольцо, содержащее полукольио натуральных чисел. 

Определение кольца целых чисел с помощью понятия 
разности натуральных чисел 

Как уже отмечалось, кольцо имеет перед полукольцом то преиму- 

щество, что в кольце однозначно разрешимо уравнение а + x = Ь для 

любых элементов кольца а и 6. Это, в частности, и отличает кольцо це- 

лых чисел от полукольца натуральных чисел. Возможность всегда одно- 

значно решить такое уравнение позволяет определить в кольце новую 

операцию — вычитание. 

3.1.5. Определение. Пусть дано кольцо (К, +, .). Для любых а, БЕК 

определим b - а как решение уравнения а + x = b. Отображение 
KxK—K, сопоставляющее всякой упорядоченной паре элементов 

(b, а) элемент b - а, называется вычитанием, а элемент b — a называет- 

ся разностью элементов b иа. 
Непосредственной проверкой убеждаемся, что элемент b + (-а) явля- 

ется решением уравнения a+ x=b, а из единственности решения полу- 

чаем b—a=b+(-a). 
Используя понятие разности элементов кольца, установим еще одну 

характеризацию системы целых чисел, которую также можно взять 

в качестве ее определения. 
3.1.6. Теорема. Система (К, +, .) есть система целых чисел тогда 

и только тогда, когда она является кольцом, содержащим полуколь- 

UO натуральных чисел (№ ‚+, ‘, причем всякий элемент из К представим 

в виде разности натуральных чисел, т. е. для любого aE К существуют 
т,пЕМ, такие, что а=т-п. 

Доказательство. (=) Пусть (К ‚ +, .) есть система целых чисел иаЕК. 

Докажем, что элемент а представим в виде разности натуральных чи- 

сел. По условию 2) из определения 3.1.2, K=Z=NU{O}U-N. ЕслиаЕ М, 

тоа=(а+1)-1; еслиае {0}, тоа=п-п, гдепЕе М; если жеае-М, тоа=-—п 

иа=1-(п+1). 

(<=) Пусть теперь кольцо (К ‚+, .) содержит полукольцо натуральных 

чисел (№ ‚ +, .) и всякий элемент из К представим в виде разности на- 

туральных чисел. Докажем, что K=NU{O}U-N = 2. По условию, для 

любого аеК существуют т, пЕ М, такие, что а=т-п. Но для нату- 
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ральных чисел т и п имеет место одно и только одно из соотношений: 
либо т=п+К при некотором КЕ М, либо т = п, либо п = т + [при не- 
котором [Е М. В первом случае получаем а=т-п=КЕМ, во втором 
а=т-п=0Е{0}, а в третьем а=т-п=-1е -М. 0 

$ 2. Существование системы целых чисел 

Вводные соображения 

Существует ли определенная нами система целых чисел? Не ве- 

дет ли к противоречию ее аксиоматическое определение 3.1.2? Отвечая 

на эти вопросы, мы построим систему целых чисел, используя натураль- 

ные числа, и тем самым покажем, что если бы наше определение целых 

чисел было противоречивым, то противоречие оказалось бы следстви- 

ем аксиом Пеано. Ho, как было отмечено в п. 3 8 1 гл. 2, аксиомати- 

ческая теория натуральных чисел, основанная на аксиомах Пеано, 

непротиворечива. Тем самым будет доказана непротиворечивость ак- 

сиоматической теории целых чисел, основанной на определении 3.1.2. 

Теорема 3.1.6 утверждает, что всякое целое число можно предста- 

ВИТЬ В ВИДЕ разности натуральных чисел. Это наталкивает на мысль 

«смоделировать» целое число z = a—b, rye a, Бе М, в виде упорядоченной 

пары натуральных чисел (а, b). Например, число 5 = 6 - 1 изобразит- 

ся в виде упорядоченной пары (6, 1). Однако целое число представ- 

ляется в виде разности натуральных чисел неоднозначно. Например, 

5=6-1=7-2= 8-3 =..., поэтому пары (6, 1), (7, 2), (8, 3), ... 

следует считать «моделями» одного и того же целого числа 5. Очевидно, 

a—b=a, —b, тогда и только тогда, когда a+b, =b+a,. Поэтому если вы- 

полняется последнее равенство, то будем считать, что упорядоченные 
пары натуральных чисел (а, b) и (а!1, 51) изображают одно и то же целое 

число. Такие пары назовем эквивалентными. Класс пар, эквивалентных 

паре (а, b), обозначим через (а, 5) — он «моделирует» целое число а- 5. 

Как определить сложение и умножение классов эквивалентных пар, 

чтобы получить кольцо целых чисел? Найдем сумму и произведение 

разностей натуральных чисел: 

(a—b)+(c—d) =(a+c)—(b6+d), (a—b)-(c—d) =(ac+bd) -—(ad+bc). 

Следовательно, суммой классов (a,b) и (с, d) целесообразно считать 

класс (a+c,b+d), а их произведением — класс (ac+bd,ad+bc). Теперь 

понятно, как нужно строить кольцо целых чисел из натуральных чисел. 

Реализуем намеченную программу. 

Построение кольца целых чисел 

На множестве МхМ={(а, 5) |а, БЕМ определим отношение ~, поло- 

жив (a, b)~(a,,b,) тогда и только тогда, когда a+b, =a, +b. Покажем, 

что ~ есть отношение эквивалентности. 
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Рефлексивность: для любой пары (а, b) очевидно имеем (a, Ь) ~ (a, b). 

Симметричность: если (a,b)~(aq,,5,), то а+ЁЫ =а +6, откуда 

(a,, b,) ~ (a, b). 

Транзитивность: если (a,b)~(a,,5,) и (a,,b,)~(ao,bo), TOa + by = 

=a, + bua tb. =a,+b,. Сложив эти равенства, получим а + Db, + 

+a, +b. =a, +Б-+а> +Ы, откуда a+b, =b+ dy, т. е. (a,b) ~ (ay, bo). 

По отношению эквивалентности ~ множество NXN распадает- 

ся на непересекающиеся классы эквивалентных пар. Обозначим 

(a, b) ={(x, y)|(x, у) ~ (a, b)}. Таким образом, (a, b) =(a,, b,) тогда и толь- 
ко тогда, когда a+b, =a, +b. Множество всех классов эквивалентных 

пар обозначим через 7, а всякий класс (a, b) назовем целым числом. 

Определим на 7 сложение формулой (а, b) ® (с, d)=(a+c, b+d). Пока- 

жем, что сумма классов определяется своими слагаемыми однозначно. Пусть 

(a,b) =(а, В), (c,d) =(c,,d,), докажем, что (a,b) O(c, 4) =(a,,b,) O(c, а). 

Из равенства (а, b)=(a,, b,) следует a+b, =a, +b, a из (с, а) = (с, 4) сле- 

дует c+d,=c,+d. Отсюда a+b, +с+а =а +Б+с +4. Следовательно, 

(a+c,b+d)=(a, +c,,b, +4), откуда (a,b) ®(c, d) =(a,,b,) (cq, а). 

Определим на Z операцию умножения классов, положив (a, b) ® (с, d)= 

=(ac+bd,ad+bc). Как и для сложения, легко доказать, что произведение 

классов однозначно определяется своими сомножителями. 

3.2.1. Теорема. Система (Z ‚ ®, ®) является кольцом целых чисел. 

Доказательство. 1. Установим, что система (2 ‚ ®, ®) является коль- 

ЦОМ. 
1) Система (7 , Ф) является коммутативной группой. В самом деле: 

а) сложение коммутативно и ассоциативно, что проверяется непо- 

средственно с использованием соответствующих свойств сложения на- 
туральных чисел, ПИ 

b) нулевым элементом является класс 0 = (п, п), гдепе М, так как для 

любогокласса(а, ) е Гимеем:(а, b) ® 0 = (a, b) @(n, n) =(a +n, b +n) =(a, b), 

с) для класса (a,b) противоположным будет класс (b, a), так как 

(a,b) ®(b, a)=(a+b,b+a)=0. 

2) Система (2 , ®) является полугруппой. Ассоциативность умноже- 

ния проверяется непосредственно. 

3) Умножение © дистрибутивно относительно сложения Ф, что так- 

же проверяется непосредственным подсчетом. 

2. Рассмотрим множество N= (п +1,1)|пеМ№}. Докажем замкну- 

тость этого множества относительно сложения и умножения. Обо- 

значим п =(п+1,1) для любого пЕ М. Тогда т®Фп =(т+1,1)Ф(п+11) = 

=(т+1+п+1,1+1)=(1п+п+11) =т+пЕМ. 
Аналогично для умножения. Так как изоморфный образ полуколь- 

ца натуральных чисел есть полукольцо натуральных чисел (см. 2.8.2), 

то остается лишь установить изоморфизм (N yt, .) на (№ ‚ Ф, ®). Лег- 
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ко проверить, что искомым изоморфизмом является отображение 
ф: М> М, при котором o(n) =n для любого а=Б(-4)+г. Итак, доказано, 

что кольцо (2 , Ф, ®) содержит полукольцо натуральных чисел (№ ‚ 9, ®). 

3. Докажем, что Z=NU{0O}U-N. Пусть (а, Б)Е 2. Для натуральных 

чисел а и b имеет место одно из соотношений: a=b+k, a=b, b=a+m, 

где КтеЕМ. Если a=b+k, то (a,b)=(b+k,b)=(k+1D=keN; если 

a=b, то (а, Б)=(,Б)=0Е{0}; если же b=a+m, то (a,b)=(a,a+m)= 

=(1,т+10=-(т+11е-М. О 

$ 3. Основные свойства системы целых чисел 

Основные свойства колец 

Исходя из определения 3.2.2 целых чисел, докажем известные свой- 

ства этих чисел. По определению, система целых чисел является пре- 

жде всего кольцом, поэтому на нее распространяются общие свойства 

колец. Докажем основные из них. 

3.3.1. Предложение. Пусть (К ‚+, .) — кольцо ua,b,ce K. Имеют me- 

сто следующие свойства: 

1) (свойство нуля) а:0=0-а=0; 

2) (правила знаков) (—a)-b=a-(—b)=-(a-b), (—a)-(—b)=a-b; 

3) (дистрибутивность умножения относительно вычитания) а: (b -— 

—c) =a:b-a:c,(b-c)-a=b-a-c-a. 

Доказательство. 1. a-0=a-(0+0)=a-0+a-0. Следовательно, а.0 = 

= а.0 + a:0. Прибавив к обеим частям этого равенства по —(а-0), по- 

лучим 0 =а:0. Аналогично доказывается, что 0.а=0. 

2. Пользуясь дистрибутивностью умножения относительно сложения 

и доказанным свойством нуля, получаем a-(—b)+a-b=a-(—b+b)=a-0=0. 

Отсюдаследует, чтоэлемента. (-5)являетсяпротивоположным дляа -Б,т.е. 

a-(—b) =—-(a-b). Аналогично доказывается, что (-а).6 =-—(а-5). Пользуясь 

доказанным свойством, получаем (-а)-(-5) =-—(а-(-5)) =-(-(a-b)) =a-b. 

3. Используя определение вычитания, дистрибутивность ум- 

ножения относительно сложения и правила знаков, получаем 

a-(b-—c)=a-(b+(-c)) = a-b+a-(-c)=a-b+(-(a:c))=a-b—a-c. Аналогич- 

но доказывается второе равенство. 1 

Дополним определение 2.7.3 натурального кратного элемента кольца. 

3.3.2. Определение. Пусть (К, +, .) — кольцо с нулем 0. Для любого 

аеК положим 0а = 0 и для любого п е М будем считать, что (-п)а =-—(па). 

Элемент та, где те Z, называется иелым кратным элемента а. 

Обобщим свойства натуральных кратных из 2.7.4 на целые кратные. 

3.3.3. Предложение. Пусть (К, +, .) — кольцо. Для любых а, БЕК 

и т,пЕЙ имеют место равенства: (т+п)а=та+па; (тп)а = т(па); 

ma-nb=(mn)(a-b). 

Доказательство (с использованием 2.7.4) предоставляется читателю. O 
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Область целостности 

В определении 3.1.2 кольца целых чисел не фигурирует требование 

коммутативности умножения. Оказывается, это свойство можно дока- 

зать исходя из этого определения. 

3.3.4. Предложение. Умножение целых чисел коммутативно. 

Доказательство. По 3.1.7, всякое целое число представимо в виде 

разности натуральных чисел. Если x=a—b, у=с- 4, гдеа, 6, с, ае М, то, 

пользуясь свойствами колец 3.3.1 и коммутативностью умножения на- 

туральных чисел, получаем: x-y=(a—b)-(c—d)=a-c—a-d—b-c+b-d= 

=c-a-—d-a-c-b+d-b=(c-d)-(a-b)=y-x.0 

3.3.5. Предложение. В кольце целых чисел (2 ‚+, .) множества М, {0} 

и —N попарно не пересекаются. 

Доказательство. Если предположить, что п = 0 для некоторого пе М, 

то п’=п+1=1, что противоречит первой аксиоме Пеано. Следователь- 

но, №Мг\{0) =@. Отсюда следует, что -N ON{0)=G uNo-N=0.0 

3.3.6. Предложение. Квадрат любого целого числа, отличного 

от нуля, есть число натуральное. 

Доказательство. Пусть 0 #2 € 7. Тогда либо 2 € М, откуда =? Е N; либо 

зЕ-М, откуда 5 = -п, гдепЕ М, и тогда 52 = (-—п).(-п)=п2 Е М. П 

3.3.7. Предложение. Если произведение двух целых чисел равно нулю, 

то хотя бы один из сомножителей равен нулю. 

Доказательство. Предположим противное, пусть существуют целые 

числа а и Ь такие, что а. р =0, хотя ax0 ub <0. Тогда, по 3.3.6, a2, 5? Е М, 

откуда 0=a*b2 EN, что противоречит 3.3.5. 0 

3.3.8. Определение. Пусть (К, +, .) — кольцо. Элементы а, БЕК на- 

зываются делителями нуля, если a#0,b#0, Hoa-b=0. 
Например, в кольце классов вычетов 2% классы вычетов 2 и 3 явля- 

ются делителями нуля, так KaK 240 и3=0, но2.3=6=0. Отметим, что 
в кольце целых чисел нет такой «экзотики». 

3.3.9. Предложение. В кольце целых чисел нет делителей нуля. 
Доказанные свойства целых чисел стимулируют введение следующе- 

го общего понятия. 
3.3.10. Определение. Областью целостности называется коммутатив- 

ное кольцо с единицей, отличной от нуля, в котором нет делителей нуля. 

Из доказанных выше свойств целых чисел вытекает следующая тео- 
рема. 

3.3.11. Теорема. Кольио целых чисел является областью ицелостно- 

сти. 
Другим примером области целостности является кольцо многочле- 

нов с целыми коэффициентами от одной переменной. 

Упорядоченное кольцо целых чисел 

Введем на множестве целых чисел отношение «меньше». 
3.3.12. Определение. Для любых целых чисел а и b положим 

а < b тогда и только тогда, когда р -аЕМ. 
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3.3.13. Теорема. Система (2 , <) является линейно упорядоченным 

множеством. 
Доказательство. Согласно определению 2.4.7 линейно упорядочен- 

ного множества нужно установить свойства трихотомии и транзитивно- 
сти отношения <. Из определения системы целых чисел 3.1.2 и свойства 

3.3.5 следует, что для любых а, Бе разность b — а принадлежит одному 

и только одному из подмножеств М, {0}, —М№. Если Б-аЕ М, то по 3.3.12 

а < b, ecnu b—ae {0}, roa = b, аеслиЬ-а=-М, тоа-БЕ М, откуда b < a. 

Докажем свойство транзитивности. Пусть a,b,ceZ ua<b, b<c. Тогда 
b—aéN uc-—beN, откудас-а=(с-Б)+(Ь-а)е М. Следовательно, а < с.П 

3.3.14. Определение. Упорядоченным кольиом называется система 

(К, +, *, <), удовлетворяющая следующим условиям: 

1) (К ‚+, .) — ненулевое кольцо; 

2) (К , <) — линейно упорядоченное множество; 

3) сложение и умножение монотонны, т. е. для любых a,b,ceK, 
еслиа < b, TOa+c<b+c (монотонность сложения), и еслиа <Бис<о0, 

TO a-c<b-c (монотонность умножения). 
Легко видеть, что система (2 ‚+, -, <) является упорядоченным коль- 

цом, которое называется упорядоченным кольцом целых чисел. 
Из определения отношения < (3.3.12) следует, что среди целых чи- 

сел натуральные числа и только они положительны. Отсюда, по 3.3.6, 
получаем, что квадрат любого целого числа, отличного от нуля, поло- 
жителен. Рассмотрим эти свойства в общей ситуации. 

3.3.15. Предложение. В упорядоченном кольце (К, +, ,<), еслиае К 
иа=0, то а? > 0, и если e — единица кольца, то для любого пе М имеем 

пе > 0. 

Доказательство. Из условия следует, что либо а > 0, либо а < 0. 

Если a > 0, то, по свойству монотонности умножения, получаем a2 > 0. 

Если же а < 0, то —а > 0 и по доказанному (-а) (-а) > 0, откуда по пра- 

вилу знаков снова получаем а? > 0. 
Напомним, что пе обозначает сумму п слагаемых, каждое из кото- 

рых равное (см. 2.7.3). Неравенство пе > 0 докажем индукцией по п. 
При п = 1 получаем 1е=е=е? > 0. Пусть пе > 0. Тогда, пользуясь свой- 
ством монотонности сложения, получаем (п+1)е =пе+е>е> 0.0 

3.3.16. Теорема. В упорядоченном кольце целых чисел (2 ‚+, *, <) вы- 
полняется аксиома Архимеда: для любых целых чисел а > дир cywe- 

ствует натуральное число п такое, что пе > 6. 
Доказательство. Если b<0, то можно взять п = 1. Для натураль- 

ных же а и b утверждение доказано в 2.6.7. O 
Забегая вперед, скажем, что аксиома Архимеда будет доказана так- 

же и для рациональных чисел. Таким образом, для натуральных, целых 
и рациональных чисел она является теоремой, и название «аксиома 
Архимеда» — лишь дань традиции. Только в определении системы дей- 
ствительных чисел это предложение встретится в качестве аксиомы, 
т. е. первичного свойства. 

51



3.3.17. Теорема. В упорядоченном кольце целых чисел всякое непу- 

стое ограниченное сверху (снизу) подмножество содержит наибольший 

(соответственно, наименьший) элемент. 

Доказательство. Пусть O#MCZ и М ограничено сверху целым 

числом b. Если MAN#, то MAN — подмножество натуральных чи- 

сел, ограниченное сверху натуральным числом 6. По 2.4.16 оно имеет 

наибольший элемент, который, очевидно, будет наибольшим в М. Если 

МоМ=8, но OEM, то 0 и является наибольшим числом в М. Если же 

М < -М, то -М с -М и по 2.4.18 -М содержит наименьший элемент, ко- 

торый обозначим через —m. Но тогда т — наибольший в М. 

Пусть, наконец, М — непустое подмножество целых чисел, огра- 

ниченное снизу целым числом с. Тогда подмножество -М ограничено 

сверху целым числом -с и по доказанному имеет наибольший эле- 

мент К. Очевидно, —К является наименьшим элементом в М. 

Деление с остатком 

Поскольку понятие модуля нам понадобится не только для целых чи- 

сел, то определим его в наиболее общей ситуации. 

3.3.18. Определение. Пусть а — элемент упорядоченного кольца. 

Модулем элемента а называется наибольший из элементов а и —а. Обо- 

значается |al. 
3.3.19. Теорема (0 делении с остатком). Для любых целых чисел а и 

Ь == О существуют и притом единственные целые числа 4 и гтакие, что 

a=bq+r, причем 0<г<]. 
Числа 4 и гназываются соответственно неполным частным и остат- 

ком. 

При положительном b сама теорема и ее доказательство становят- 
ся очевидными, если обратиться к рис. 10. На нем числовая прямая 
разбита на отрезки длины b точками О0, b, -Б, 2b, —2Ь, .... Очевидно, 

где бы ни была расположена точка а, она обязательно попадет в один 
из этих отрезков. При этом можно считать, что а не совпадает с пра- 

вым концом отрезка, так как если бы это произошло, то мы рассмотре- 
ли бы следующий отрезок, для которого а является левым концом. 

Г 

b 0 Ьь 2 bq a b(q +1) 
Puc. 10 

Пусть точка а попала в отрезок [bq,b(q+1)]. Тогда bgsa<bq+b, 
откуда получаем O<a—bq<b. Обозначив г=а-Ба, получим a=bq+r 

и O<r<b, что и требовалось доказать. 
Это наглядное доказательство вполне приемлемо в школе. Однако, 

чтобы вписать его в развиваемую нами аксиоматическую теорию це- 
лых чисел, нам нужно ввести понятие числовой прямой и доказать тот 
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«очевидный» факт, что число а обязательно попадет в один из рассма- 
триваемых отрезков. 

Приведем доказательство, которое не опирается на наглядность, а ис- 

пользует лишь тот материал, который уже получил обоснование в нашей 
аксиоматической теории целых чисел. Читателю предлагается увидеть 
в нем обоснование приведенного выше наглядного доказательства. 

Доказательство теоремы. 1. Существование чисел q и г. Пусть 
b > 0. Рассмотрим множество М ={bn|neZ,bn<a} (т. е. множество 

целых чисел, кратных b и не превосходящих а). По аксиоме Архиме- 
да (3.3.16), существует натуральное число п такое, что пЬ >-а, откуда 

—nb> а, значит, Б(-п)Е М. Следовательно, М — непустое подмножество 

целых чисел, ограниченное сверху целым числом а. По 3.3.17. в М су- 

ществует наибольший элемент, пусть это будет bq. Обозначим г =а-Вч, 
тогда a=bq+r. Поскольку БаЕ М, то Ба<а, откуда OS a—bq=r. Так как 
bq — наибольшее число в М, то b(q+1)¢M, поэтому a<bq+b, откуда 

r=a—bq<b=|b|. Таким образом, 0<r <b. 
Если теперь b < 0, то -Ь > 0 и по доказанному существуют целые 

числа 4 и г такие, что a=(-b)q+r u 0<г <|-b]. Но тогда a=b(-q)+r 

и0<г<Ы. 
2. Единственность чисел g иг. Пустьа =bq+r=bq, +4, гдеа, 41, г.п €Z 

uO<r<|b|, 0<и <[.. Если предположить, что г * и, например г<и, то по- 
лучаем 0<1 -г<ЫМин -г=а-Ьа =b(q—q,). Отсюда 0< b(q—q)<|b|— 
противоречие. Следовательно, г = и, но тогда 4 = 41. O 

Деление с остатком, как известно, является составной частью алго- 
ритма Евклида, который, в частности, используется для нахождения 
наибольшего общего делителя двух целых чисел. Области целостности, 
на которые переносится деление с остатком, называются евклидовы- 
ми кольцами (см. [2, 5]). Примером евклидова кольца является кольцо 

многочленов от одной переменной над произвольным полем. 

Представление целого числа в десятичной системе счисления 

Введем множество цифр десятичной системы счисления. 
3.3.20. Определение. Пусть дано упорядоченное кольцо целых чи- 

сел (2, +,°, <) с нулем 0 и единицей 1. Обозначим 2 =1+13=2+1, 

4 =3+15=4+16=5+17=6+18=7+19=8+1, 
10 = 9 + 1. Всякий элемент множества {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} назовем 
иифрой. 

3.3.21. Теорема. Для любого натурального числа а существует 
иединственный набор цифр Ay, а-1,..., ау такой, umoa=a,10" +a,_,10"! 
+...+ а, причем a, #0. 

Доказательство. 1. Существование. Для а = 1 утверждение вер- 
но. Пусть для всех натуральных чисел, меньших а, утверждение вер- 
но, докажем его для а. По теореме 3.3.19 о делении с остатком, суще- 

ствуют целые числа 4 и ау такие, что а=10а+а‹, где О<ау <10, т. е. 

dy — цифра. Легко видеть, что 420. Если 4 = 0, TO а = ау и утверж- 
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дение доказано для а. Если же gq > 0, то О<а<а и по индуктивному 

предположению существует упорядоченный набор цифр а, а,1,..., а1 
такой, что gq=a,10"!+a,_,10"?2+...+a,, причем a, *0. Но тогда а = 

=10(a,10"1+a,_;10" 2 +...+a,)+d) =a,10" +а, 11071 +...+10а1 + dp. 
2. Единственность. При а = ау утверждение очевидно. Пусть един- 

ственность представления имеет место для всех натуральных чисел, 

меньшиха, 4a =a,,10"+a,_,10"1+...+d) =b,,10" +b,,_,10" 1 4+...+bo, где 
а, An-1> +++ Ag UD, Dna, ---» 9 — цифры, причем a, *ОиБ, #0. Имеем: 

10(a,10"! +a,_,10"-2 +...+a,) +) = 

=10(b,, 10"! +b,,,10"-4 +...+),)+Do, 

откуда, в силуединственности деления на 10 состатком, получаем paBeH- 

ство остатков: а = bp и неполных частных: а,10"1 +a,_,10"2 +...+а; = 
= b,,10™-1 +b,,_,10"-2 +...4+b,. По индуктивному предположению п = 
= тиа; = b; для 1=1,2,...,n. Ч 

3.3.22. Определение. Если натуральное число а представимо в виде 

a=a,10"+a,_,10"1+...+4 , где а’, а1,.... а) — цифры и а, #0, то 3a- 

пись €=4d,,d,-)...dg называется представлением натурального числа 

а в десятичной системе счисления, или просто десятичной записью 

числа а. Десятичной записью числа —а называется —A,,,_]...dp, а деся- 

тичной записью нуля является 0. 

Таким образом, всякое целое число имеет единственную десятичную 

запись. Заметим, что 10 можно заменить произвольным натуральным 

числом g > 1 и получить -ичную запись целого числа. При этом, g на- 

зывается основанием системы счисления. 

Изоморфизм систем целых чисел 

Уточняя привычное представление о единственности целых чисел, 

докажем, что любые два кольца целых чисел изоморфны, и только ото- 

ждествляя соответствующие при изоморфизме элементы, можно счи- 

тать, что существует лишь одно кольцо целых чисел. 

3.3.23. Теорема. Любые два кольца (упорядоченных кольца) целых 

чисел изоморфны. 

Доказательство. Пусть дано кольцо целых чисел {2 ‚+, .), содержащее 

полукольцо натуральных чисел (№ ‚+, .), и кольцо целых чисел (21, +, .), со- 

держащее полукольцо натуральных чисел (Ny, +; .). IIo 2.8.1, существу- 

ет изоморфизм ф первого полукольца натуральных чисел на второе. 

Используя ©, определим отношение f:Z—> Z, следующим образом. 

По 3.1.6, всякое целое число хе представимо в виде разности нату- 

ральных чисел: x =a—b, где а, БЕ М. Положим f(x)=0(a)—@(b) и дока- 

жем, что }— искомый изоморфизм (7, +, -) на (21,+,.). 

1. -— отображение, т. е. для любых x, уЕ 7, еслих = у, TO }(х) = f(y). 

В самом деле, пусть x =a—b, у=с-а, гдеа, Б, с, 4Е М. Еслих = у, тоа- Б = 
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= с - а, откуда последовательно получаем: a+d=b+c, фа+@=ФФ-+с), 

ф(а) + ф(а) = ФЪ)+ O(c), ф(а)-Ф(5) =Ф(©)- (а), f(x) = f(y). 
2. Отображение f взаимно однозначно, что доказывается проведе- 

нием предыдущих рассуждений в обратном порядке. 

3. Очевидно, f является отображением на все множество 21. 
4. Отображение } сохраняет операции сложения и умножения. В са- 

MOM деле, для любых x, уе 7, гдех=а-ЬБ, у=с-а, а, Б, с, 4е М, получаем: 

f(x+y)=f((a—b)+(c—d))= f((a+c)—(b+d))= 

=(at+c)—(b+d) =(ф(а)+9(©))-(фФ)+9(а)) = 

=(e(a)— 9(b)) +((c)— e(d)) = f(x) + f(y). 

Аналогично доказывается, что f(x- y)= f(x)- f(y). Таким образом, 

f — изоморфизм кольца целых чисел {2 ‚+, .) на кольцо целых чисел 

(21,+,.). 
5. Для доказательства изоморфизма соответствующих упорядочен- 

ных колец целых чисел (Z ‚+, <) и (21, +, *, <) остается установить, что 

x < у тогда и только тогда, когда ф(х) < Ф(у). 

Предварительно докажем, что }(№) = М. Для любого пЕ М имеем: 

f@=f(m+)D-D =фп+10-9а) = 9) + 9) - 6) =Ф(® Е Nj. Пользуясь 
тем, что ф — отображение на N,, получаем Д(М) = М. 

По определению отношения «меньше» (3.3.12) для целых чисел х 

и у имеем x < у тогда и только тогда, когда у-хе М, что по доказан- 

ному эквивалентно включению /{(у-х)Е М. Но }(у-х)= (у)- f(x). 

Итак, x < у тогда и только тогда, когда f(y)—f(x)ENj, что означает 

f(x)< f(y). п 

Системы с основным множеством целых чисел 

Подводя итог, перечислим упоминавшиеся выше числовые системы 

с основным множеством Z: 

1) (Z ; +) — аддитивная группа целых чисел; 

2) {2 ; .) — мультипликативная полугруппа целых чисел; 

3) (Z ‚+, .) — кольцо целых чисел; 

4) (Z ; <) — линейно упорядоченное множество целых чисел; 

5) (2 ‚+, *, <;) — упорядоченное кольцо целых чисел. 

Сравните эти числовые системы с соответствующими система- 

ми с основным множеством натуральных чисел М и отметьте их новые 

свойства.



Тема 4 

РАЦИОНАЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

$ 1. Определение системы рациональных чисел 

Формирование определения 

Рациональные числа мы представляем себе в виде объединения мно- 
жества целых чисел и множества дробей, т. е. отношений целых чисел. 

Но тут же замечаем, что всякое целое число можно рассматривать как 

отношение со знаменателем 1. Таким образом, множество рациональ- 
ных чисел в нашем понимании есть множество всех отношений целых 

чисел. Рациональные числа можно складывать и перемножать, причем 
эти операции обладают теми же свойствами, что и для целых чисел, 
т. е. свойствами, характеризующими область целостности. Кроме Toro, 
для всякого рационального числа, отличного от нуля, существует обрат- 
ное рациональное число. Это новое для области целостности свойство 
превращает ее в поле. Приведем определение этого понятия. 

4.1.1. Определение. Система (P, +, .) называется полем, если выпол- 

нены следующие условия. 

1. Система (P, +) — коммутативная группа (она называется адди- 

тивной группой поля), т.е.: 

а) сложение + ассоциативно и коммутативно; 
b) существует элемент ОЕР, называемый нулем, такой что для лю- 

богоаеР имеем а + 0 =а; 
с) для всякого элемента аеР существует противоположный эле- 

мент —a € P такой, что a+(—a)=0. 

2. Если P* = P\ {0}, то (Р*, .) — коммутативная группа (она называ- 

ется мультипликативной группой поля), т. е.: 
а) умножение ассоциативно и коммутативно; 
b) существует элементееР*, называемый единицей, такой что для 

любого аеР* имеем а:е=а; 
с) для всякого аеР* существует обратный элемент a-! такой, что 

ага! =е. 
3. Умножение дистрибутивно относительно сложения. 
Непосредственно из определения вытекает, что в поле нуль не ра- 

вен единице. Используя понятие кольца, можно сказать, что поле — 
это коммутативное кольцо с единицей, не равной нулю, в котором для 
всякого ненулевого элемента есть обратный. 
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4.1.2. Определение. Пусть (P, +, .) — поле, a,be Pu b#0. Элемент 
а 

a-b-! называется отношением элементов а Ub и записывается в виде Ъ. 

Дадим определение системы рациональных чисел, отражающее 
наше представление о ней. 

4.1.3. Определение. Системой рациональных чисел называется поле 
(О, +, .), удовлетворяющее следующим условиям: 

1) оно содержит кольцо целых чисел {2 ‚+, .) ; 

2) всякий элемент из О представим в виде отношения целых чисел, 
а 

т. е. для любого q EQ существуют а, Бе Z такие, что b#O ug =>. 

Всякий элемент из О называется рациональным числом, а система 
(О, +, .) называется полем рациональных чисел. 

4.1.4. Теорема. Изоморфный образ поля рациональных чисел есть 
поле рациональных чисел. 

Доказательство. Утверждение вытекает из того, что изоморфный 
образ поля есть поле, а изоморфный образ кольца целых чисел есть 
кольцо целых чисел. O 

Поле рациональных чисел как расширение кольца целых чисел 

Рациональные числа появляются в связи с решением следующей 
задачи. В кольце целых чисел уравнение ах =Б не всегда разрешимо. 
Требуется найти минимальную область целостности, которая содержа- 
ла бы кольцо целых чисел и в которой было бы разрешимо названное 
уравнение для любых a#0 и Ь. Нетрудно сообразить, что область це- 
лостности, в которой для любых а 0 и Ь разрешимо уравнение ах =Б, 
является полем. Поэтому нужно найти минимальное поле, содержащее 
кольцо целых чисел. Докажем, что таким минимальным полем как раз 
и является поле рациональных чисел. Но сначала напомним определе- 
ние подполя. 

4.1.5. Определение. Подполем поля (P, +, .) называется подмноже- 

ство HCP, удовлетворяющее следующим условиям: 
1) Н замкнуто относительно сложения и умножения, т. е. если 

а, БЕН, тоа+БЕН иа-БЕН; 
2) нуль и единица поля принадлежат Н; 
3) еслиаЕН, то -аЕН, и если, кроме того, а*0, та"! ЕН. 

4.1.6. Теорема. Система (P, +, .) есть система рациональных чисел 
тогда и только тогда, когда она является минимальным полем, содер- 
жащим кольцо целых чисел. 

Доказательство. (>) По определению 4.1.3, система рациональных 
чисел (Q, +, .) есть поле, содержащее кольцо целых чисел (Z ‚+, .). Дока- 
жем свойство минимальности. Пусть Н — подполе поля (О, +, .) uZCH. 

Докажем, что H =Q. По определению, всякий элемент g EQ представим 

в видеа => rge a,beZ,b#0. Поскольку Z с H, To, по определению под- 

a 
поля, a,b-! EH, откуда q = =a:b-! € H. Следовательно, H=Q. 
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(<=) Пусть система (P, +, .) является минимальным полем, содер- 

а 
жащим кольцо целых чисел (2, +, .). Обозначим Н = оуве2,ь +0], 

Легко видеть, что Н является подполем, содержащим кольцо целых 

чисел, и по свойству минимальности H=Q. Следовательно, всякий 

элемент из Р представим в виде отношения целых чисел и, в соответ- 

ствии с определением 4.1.3, (P, +, .) является системой рациональных 

чисел. O 

Доказанная теорема позволяет определить систему рациональных 

чисел как минимальное поле, содержащее кольцо целых чисел. 

$ 2. Существование системы рациональных чисел 

Вводные соображения 

Исходя из существования системы целых чисел, построим систему 

рациональных чисел и тем самым докажем непротиворечивость акси- 

оматической теории рациональных чисел (относительно теории целых 

чисел). Уже само определение системы рациональных чисел подсказы- 

а 
вает нам мысль «Смоделировать» рациональное число b в виде упоря- 

доченной пары целых чисел (a,b). При этом мы используем идею, хо- 
рошо зарекомендовавшую себя при построении системы целых чисел. 
Так как мы пойдем путем, проторенным в предыдущей главе (см. п. 2 
$ 2 гл. 2), то дальнейшее изложение будет более кратким. Впрочем, 

пропущенные доказательства легко восстанавливаются и представляют 
собой несложные, но весьма полезные упражнения. 

Построение поля рациональных чисел 

Рассмотрим множество Qy ={(а,Б)|а,БЕ2,Ь=*0} и определим на нем 

отношение ~, положив (a, b) - (а, ‚5 ) тогда и только тогда, когда ab, = а16. 

Такое определение отношения - мотивируется тем, что в поле рацио- 

а а 
нальных чисел равенство b =—! имеет место тогда и только тогда, ког- 

да ab, =a,b. Легко доказать, что отношение - является отношением 
эквивалентности на множестве Qp. По этому отношению множество 
О распадается на классы эквивалентных пар. Класс пар, содержащий 

пару (a,b), будем обозначать через (a,b). Этот класс «моделирует» ра- 
а 

циональное число —. Отметим, что (a, b)=(a,, b,) тогда и только тогда, 
когда ab, =а1Б. 

Множество всех классов эквивалентных пар обозначим через Q. 

На этом множестве определим операции сложения ® и умножения ®, 
положив 

(a, b) ®(c, d) = (ad + bc, bd), (a, Б)® (с, а) = (ас, bd). 
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a 
ЭТИ определения подсказаны равенствами: ba = bd” —_— 

Проверьте, что сложение и умножение классов эквивалентных пар 
не зависят от выбора пар —— представителей классов. 

4.2.1. Теорема. Система (0, ®, ®) является системой рациональных 
чисел. 

Доказательство. Наметим лишь план доказательства, реализацию 
которого оставляем читателю. 

1. Система (0, ®, ®) — поле. Для доказательства этого надо устано- 

вить следующее: 

1) (0, Ф) — коммутативная группа, т. е.: 
а) сложение © ассоциативно и коммутативно, что проверяется не- 

посредственно с использованием соответствующих свойств сложения 

целых чисел, 

Ь) класс 0 = (0,1) является нулевым элементом, 

с) —(а,Б) =(-а,Б); _ 
2) обозначим О* =О \ {0}. Тогда (Q*, ®) — коммутативная группа, т.е.: 
а) умножение ® ассоциативно и коммутативно, что проверяется не- 

посредственно, 

Ь) класс 1 = (1,1) является единичным элементом, 

с) если (a,b) *0, то (a,b) = (b, a); 

3) умножение дистрибутивно относительно сложения, что проверя- 
ется непосредственным подсчетом левой и правой частей соответству- 

ющего равенства. _ 
2. Обозначим 2 ={(а,1)|ае 7}. Легко доказать, что отображение 

ф:7—> 7, при котором (а) = (а, 1) для любого ае 7, является изомор- 

физмом кольца целых чисел (Z ‚+, .) на систему (2 ‚ Ф, ®), в силу чего по- 
следняя также является кольцом целых чисел. 

3. Наконец, для любого (a,b)€ Z имеем: (a, b) =(a, 1) ©(b, 1) 7 О 

Заметим, что почти дословным повторением этого доказательства 
устанавливается существование поля частных для произвольной об- 
ласти целостности, т. е. минимального поля, содержащего данную об- 
ласть целостности. 

$ 3. Основные свойства системы рациональных чисел 

Основные свойства полей 

По определению система рациональных чисел является полем, по- 
этому свойства полей являются также свойствами рациональных чисел. 

Рассмотрим основные свойства поля. 

4.3.1. Теорема. Пусть дано поле (P, +, .) с нулем 0 и единицей е. Для 
любых элементов a,b,c,dé P: 

1) если ab=e, тта*Оир=а; 
2) (отсутствие делителей нуля) если ab=0, то а=0 или b=0; 
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3) (свойство сократимости для умножения) если ac=bc и с*0, то 

a=b; 

4) = тогда и только тогда, когда ad = bc; 

a,c adztbc 5) -+-= 
5 d bd ’ 

ас ac 
6) —-—=—; 

ра а 
а —а 

7) --=—; 
b 6b а 4 

8) если a0, 70( 2) =—; 
b a 

. ac a 
9) (основное свойство дроби) be 

с 
Доказательство. 1. Пусть ab=e. Если предположить, что а =0, то по- 

лучим e=ab=0-b=0 — пришли к противоречию. Следовательно, а*0 
и существует элемент а!. Умножив равенство аб =е на а!, получим 
b=a7!, 

2. Пусть ab=0. Если а =0, то доказывать нечего. Если Ke a #0, то су- 
ществует элемент а". Умножив равенство ab=0 на a-!, получим b=0. 

3. Доказательство свойства сводится к умножению данного равен- 
ства нас". с 

4. Пусть b = к. тогда ab-! = cd-!. Умножив обе части равенства на bd, 

получим ad = Бс. Обратное утверждение получаем теми же рассуждени- 
ями в обратном порядке. 

Доказательство остальных свойств отношений предоставляется чи- 
тателю. O 

Упорядоченное поле рациональных чисел 

Введем отношение «меньше» для рациональных чисел с ПОМОЩЬЮ 

отношения «меньше» для целых чисел. При ЭТОМ будем считать, что ДЛЯ 

а 
любого рационального числа — знаменатель b> 0. 

а с а с 
Для любых bd ЕО положим > < 7 тогда и только тогда, когда ad < be. 

Легко доказать, что система (Q, <) является линейно упорядоченным 

множеством. Кроме того, как и для целых чисел, операции сложения 
и умножения монотонны. Введем общее понятие, частным случаем ко- 

торого является система (Q, +,°, <). 

4.3.2. Определение. Упорядоченным полем называется система 

(P,+,-,<), удовлетворяющая следующим условиям: 
1) (P, +, .) — поле; 

2) (P,<) — линейно упорядоченное множество; 
3) для любых х, у, 5ЕР если х<у, то х+35<у+25 (монотонность 

сложения), и если х<у, 5>0, то хз < yz (монотонность умножения). 
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Таким образом, система (Q, +, *, <) является упорядоченным полем, 
которое называется упорядоченным полем рациональных чисел. 

Рассмотрим произвольное упорядоченное поле (P, +, >, <) и его еди- 
ницу обозначим через 1. Проведем следующие не вполне строгие рас- 

суждения. Поскольку Р замкнуто относительно сложения, последова- 

тельно получаем: 2=1+leP, 3=2+1ЕР, ... . Поскольку 1>0, то 2>0, 

3>0, ... . Таким образом, мы получаем, что все новые и новые нату- 

ральные числа принадлежат Р. В итоге убеждаемся, что NCP. Но поле 

вместе с каждым своим элементом содержит ему противоположный, 

следовательно, —N c P. Итак, Z=N U{0O}U-N CP. Но в поле из того, что 

т 
т ПЕЙСРип*=0, следует, что m,n! ЕР, откуда —=m-n! €P. Таким 

m n 
образом, Q=,—|m,neEZ,n#0;CP, т. е. всякое упорядоченное поле co- 

n 
держит упорядоченное поле рациональных чисел (образно говоря, ух- 

ватившись за единицу, мы втянули в Р все множество О). Докажем это 

утверждение в более строгом виде. 

4.3.3. Теорема. Всякое упорядоченное поле содержит упорядоченное 

подполе, изоморфное упорядоченному полю рациональных чисел. 

Доказательство. Пусть дано упорядоченное поле (P, +,°, <) с едини- 

¥ me 
цей e. Обозначим Q, =|" |m,neZ.n#0 и определим отображение 

пе 

т\ те т 
0:Q—Q,, положив of) =—— для любого — EQ. Докажем, что ф явля- 

n ne n 

ется изоморфизмом (О, +, <) Ha (©;,+,-, <). и и 

1. ф— взаимно однозначное отображение. Пусть в" = of} до- 
ny 

т т т my, me mye 
кажем, что — = —. Из условия ф| — | =O] — | получаем — =—— ‚откуда 

п mY п ny пе me 

me-ne =m e-neumnye = типе. Предположим, что MN, # M,N, пусть, напри- 

мер, mn, <m,n. Тогда mn—mn, >0, т. е. тп-тп Ми (m,n-mn,)e=0. 

Нов 3.3.15 доказано, что в упорядоченном кольце, а значит и в упоря- 

доченном поле, для любого натурального числа К имеем ke > 0 — приш- 
т т 

ли к противоречию. Следовательно, тп. =пип, откуда —=—. 
п mm 

2. Очевидно, ф — отображение Ha Q). 

3. Докажем, что ф сохраняет операции сложения и умножения, 
тт 

а также отношение «меньше». Для любых —, —1 ЕО имеем: 
п my 

т т тп +пип | _ (тт +тапе _ 

ny nny (nn, )e 

те. пе + me:ne me me m my 
= =—+—= QO; — + | — |. 

ne-mye пе nye ny 
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Для умножения — аналогично. Наконец, ф сохраняет отноше- 

т т 
ние «меньше», так как —<-—* при п>0, п! >0 тогда и только тогда, 

nh Ny 

когда т.п; <m,:n. Но это равносильно m,-:n-—m-n, EN, и по 3.3.15, 

те me 
(т .п-т.п1)е>0, откуда me-nje<mje-ne и —<——, что означает 

пе nye 
m My, 

(5) <«(B nh ny 

Нетрудно видеть, что изоморфный образ упорядоченного поля рацио- 

нальных чисел есть упорядоченное поле рациональных чисел, поэтому 

из доказанной теоремы получаем следующую краткую характеризацию 

этой числовой системы. 
4.3.4. Следствие. Система (Р, +, *, <) есть упорядоченное поле рацио- 

нальных чисел тогда и только тогда, когда она является минималь- 

ным упорядоченным полем. 

Если между целыми числами п и п+1 нет ни одного целого числа, 

то между любыми двумя различными рациональными числами можно 

найти новое рациональное число. Отметим это свойство в наиболее 

общем виде. 

4.3.5. Предложение. Во всяком упорядоченном поле (Р, +, *, <) для лю- 

бых элементов а, БЕР, где a<b, существует элемент сеР такой, что 

a<c<b. 
a+b 

Доказательство. Можно взять, например, c= > ЕР. 

4.3.6. Теорема. Упорядоченное поле рациональных чисел удовлет- 

воряет аксиоме Архимеда: для любого положительного AEQ и любого 

bEQ существует натуральное число п такое, что па >Б. 

Доказательство. Пусть a=—- где k,meN, и bak, где peZ, аЕМ. 
Ч 

По аксиоме Архимеда для целых чисел, для целого числа тд > 0 и цело- 

го числа Кр существует натуральное число п такое, что пта > Кр. Поль- 

зуясь монотонностью умножения, разделим это неравенство Ha kq>0. 

Получим > т.е. па>Ь. 0 
Ч 

Изоморфизм (упорядоченных) полей рациональных чисел 

4.3.7. Теорема. Любые два (упорядоченных) поля рациональных чи- 

сел изоморфны. 

Доказательство. Пусть дано поле рациональных чисел (О, +, ‘), со- 

держащее кольцо целых чисел (2, +, .), и другое поле рациональных 

чисел (О, Ф, ®), содержащее кольцо целых чисел (21, Ф, ®). По 3.3.23, 

существует изоморфизм ф кольца {2 ‚+, -) на кольцо (21, Ф, ©). Исполь- 

4 _ g(a) 
зуя ф, определим отображение f:Q—->Q), положив f (< Ob) для лю- 

ф 
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а 
бого числа ъ EQ. Легко доказать, что отображение {является искомым 

изоморфизмом поля (О, +, -) на поле (Q, ,®, ®), причем f(Z) = 21. Но тогда 

для упорядоченных полей рациональных чисел (О, +,°, <) и (О, Ф, &, <) 

ас а с 
нетрудно доказать, что для 5 Gee имеем --<-— тогда и только Tor- 

а с 
да, когда f (2) f [5] т. е. является изоморфизмом (Q,+,-,<) Ha 

(О, ®, 69, <). = 

Системы с основным множеством рациональных чисел 

Перечислим основные числовые системы, связанные с множеством 

рациональных чисел: 

1) (0, +) — аддитивная группа рациональных чисел; 

2) (Q*, .) — мультипликативная группа рациональных чисел, отлич- 

ных от нуля; 

3) (Q, +, -) — поле рациональных чисел; 

4) (Q, <) — линейно упорядоченное множество рациональных чисел; 

5) (О, +, *, <) — упорядоченное поле рациональных чисел. 

Сравните эти системы с соответствующими системами с основным 

множеством целых чисел и отметьте новые свойства. 

8 4. Представление рациональных чисел 

десятичными дробями 

Десятичные дроби 

28 
Хорошо известно, что, например, дробь 53 можно записать в виде 

десятичной дроби, стоит только числитель «уголком» разделить на зна- 

менатель. Точно так же можно поступить с любым рациональным чис- 

лом. Наша задача — установить этот факт, используя уже доказанные 

свойства рациональных чисел. При этом мы уточним понятие десятич- 
ной дроби и понятие представимости числа десятичной дробью. 

4.4.1. Определение. Десятичной дробью называется последова- 
тельность целых чисел ау, а1, а2,..., где а, а2,...— цифры десятичной 

системы счисления (см. 3.3.20), которая записывается в виде ау, аа... 
(читается: ау целых, а1, а и т. д), причем цифра 9 не повторяется бес- 
конечное число раз подряд, т. е. для любого номера т существует номер 

k>m такой, что a, #9. Целое число ау называется целой частью деся- 

тичной дроби и записывается в десятичной системе счисления. 

Образно говоря, десятичная дробь по определению не имеет «хво- 

ста» из девяток. Только при этом условии нам удастся доказать един- 
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ственность представления десятичной дробью всякого рационального, 
а затем и всякого действительного числа. (Устраняется неоднознач- 

ность типа 1 = 1,000...и1 = 0,999... .) 

Приведем примеры десятичных дробей: 3,035... (читается: три це- 
лых, ноль, три, пять и т. д); 7,00... (читается: семь целых, ноль, ноль 

и т. д). Если целая часть десятичной дроби отрицательна, то знак 

«минус» будем писать над первой цифрой целой части. Например, 

123,0101... (читается: сто двадцать три целых с минусом, ноль, один, 

НОЛЬ, ОДИН ИТ. Д). 

4.4.2. Определение. Две десятичные дроби равны, а, а:а›...=Щ, 
b,b...., тогда и только тогда, когда а; =b; для любого 1=0,1,2,.... 

4.4.3. Определение. Десятичная дробь называется периодической, 

если существуют т и К такие, что для любого i=1,2,... выполняется 
равенство аи. к+; =ат+:. Наименьшее т называется количеством цифр 

до периода, а наименьшее К — количеством цифр в периоде. При этом 

повторяющаяся группа цифр ат.1ат+2...ат.к называется периодом, 

а сама дробь записывается в виде Ap, а1а2...ат(ат1@т+2...@т+к)- 

Например, 28,4370505... = 28,437 (05) (читается: 28 целых, 4, 3, 7 
и 0, 5 в периоде). Эта десятичная дробь содержит три цифры до периода 

и две цифры в периоде. 

Уточним понятие представимости числа десятичной дробью, при- 
чем сделаем это в наиболее общей форме для элементов произвольно- 

го упорядоченного поля. Это позволит нам впоследствии использовать 

введенное понятие и для действительных чисел. При этом мы считаем, 

ввиду 4.3.4, что всякое упорядоченное поле содержит упорядоченное 

поле рациональных чисел. 

4.4.4. Определение. Пусть дано упорядоченное поле (P, +,°, <). By- 

дем говорить, что элемент aE P представим в виде десятичной дроби 

аб, а1а2....если для любого номера п = 0,1,2,...выполняются неравенства 

dp tot +...+-т_<а<а РИ ЕВ 
10 10" 10 10" 10 

а а 1 
Рациональные числа A, =а+-—+...+—" и А’ = A, +—— называют- 

10 10" 10" 

СЯ приближенными значениями элемента а соответственно по недостат- 

). ку и по избытку (с точностью до т 

Способ представления рационального числа 
десятичной дробью 

а 
Пусть дана положительная правильная дробь 5 Рассмотрим в об- 

щем виде деление «уголком» натурального числа а на натуральное чис- 

no b> a. 

64



a\b _10a\b _10a |b 

0, be 0, с be О, CC5 

п _10% 

beg 

р 

Поскольку a<b, то в частном ставим «ноль целых» и делимое уве- 

личиваем в 10 раз. После этого 10а делим на Ь с остатком: берем по c; 

и в остатке получаем г\. Затем, остаток г; увеличиваем в 10 раз и де- 

лим на Ь с остатком: берем по с. и в остатке получаем го. И дальше по- 
вторяется то же самое. Зафиксируем в виде определения этот процесс 

деления уголком. 

4.4.5. Определение. Алгоритм деления «уголком» натурального чис- 

ла а на натуральное число b> а состоит в следующем. 

1 (начало алгоритма). Делимое а увеличиваем в 10 раз и делим Ha Db 

с остатком. 

2 (шаг алгоритма). Остаток увеличиваем в 10 раз и делим Ha Db 

с остатком. 

В результате получаем последовательность неполных частных 

Ос, с, .... 

4.4.6. Теорема. Всякое рациональное число представимо в виде пери- 

одической десятичной дроби. 

Доказательство. Произвольное рациональное число 4 можно пред- 

ставить в виде а= с + где а, Б, со — целые числа, причем 0 <а<ф. По- 

этому задача сводится к представлению в виде десятичной дроби по- 

ложительной правильной дроби -. 

Запишем шаги алгоритма деления «уголком» числа а на число b: 

10а=Ба+п, O<7 <b; 

107, =Бс> +m, OS <b; 

(1) 
10r,_, =bc, +m, On, <b; 

ТОТ, = Бел +1, ОЗ <5; 

Наша задача состоит в том, чтобы доказать, что в результате этого 
алгоритма получается периодическая десятичная дробь 0,с1с›..., кото- 

a 
рая является представлением числа b в точном соответствии с опреде- 

лением этого понятия (см. 4.4.4). 
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1. Индукцией по п докажем равенство 

a Cy Ch Ih 
—=— +... 2 
b 10 10" " 10"b 2) 

Разделив обе части первого равенства из (1) на 10b, получим 
а с r; 

b 10 10b 
Пусть для натурального числа п равенство (2) верно. Разделив 

т.е. при п = 1 равенство (2) верно. 

обе части (п + 1)-ro равенства из (1) на 10", будем иметь: п = 
10"b _ 

Сп-+1 n+l 
Font Толяь' Отсюда, используя индуктивное предположение, полу- 

чаем: 

СЕР. т Ча у м, ты 
b 10 10" 10"b 10 10" 1077 =10"+1b 

Итак, равенство (2) доказано. 

2. Для любого п имеют место неравенства 

чм <“ “А, м, 1 
10 10" b 10 10" 10" 

Эти неравенства непосредственно вытекают из (2), достаточно лишь 

rn <. 
10"b 10” 

3. Докажем, что последовательность неполных частных 0, C,,Co,... 

из (1), записанная в виде 0,с1с>..., является десятичной дробью. Для 
этого нужно доказать, что с1 ‚ с2,...— цифры и в записи 0, сс ... нет «хво- 
ста» из девяток. 

Из первого равенства в (1) получаем с! = 

заметить, что из 0 <г, <b следует, что 

в, откуда O<c, <10, 

т. е. с‹ — цифра. Аналогично, рассматривая п-е равенство из (1), убеж- 
даемся, что с, — цифра. 

Докажем, что в записи 0, с1с... девятка не может повторяться беско- 
нечное число раз подряд. Предположим противное, пусть последователь- 

ность цифр имеет вид 0,C)Co, ...¢, 99... . Обозначим Си att 

По (2) для любого i = 1, 2, ... 

9 9 a 9 9 1 1 
Ст + Toma tt Toma <p Ст + Tomei Fee Тон Tomei =C,, + Tom" 

1 а 1 1 а 
Отсюда O<C,, +———- — < ———__, т. е. 107 | Си +——-- | <1 для лю- 
т Tomb Lome ( т” от 4 я 

бого натурального числа 1, что противоречит аксиоме Архимеда для 
рациональных чисел. Итак, 0,с1с. ... является десятичной дробью. 
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а .. 
4. Число 5 представимо в виде десятичной дроби O,c, Cy ..., что выте- 

кает из (2). Но тогда данное рациональное число 4 представимо в виде 

десятичной дроби су, с1со.... 
5. Докажем, что дробь су,с1с›... периодическая. Обратимся к соот- 

ношениям (1). Поскольку 0 < г, <b для любого п, все остатки г, не могут 
быть различными. Следовательно, при делении а на b «уголком» на He- 

котором шаге мы получим остаток, который ранее уже встречался. 
Но тогда, начиная с этого момента, цифры частного также будут по- 
вторяться, и мы получим период. O



Тема 5 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

§ 1. Определение системы действительных чисел 

Формирование определения 

Подыскивая определение системы действительных чисел, прежде 

всего отметим, что действительные числа, как и рациональные, мож- 

но складывать и перемножать, а также сравнивать, используя отноше- 
ние «меньше», причем выполняются те же свойства, что и для рацио- 
нальных чисел. Короче говоря, систему действительных чисел следует 
определить как некоторое упорядоченное поле (В, +, -, <). Далее, как 

известно, действительные числа можно изображать точками числовой 
прямой. Числовая прямая — это прямая, на которой выбраны начало 

отсчета, положительное направление и единичный отрезок. Поэто- 
му числовое множество К должно обладать теми же свойствами, что 
и множество точек прямой. 

Характерным свойством прямой является ее непрерывность, кото- 
рая понимается нами как возможность начертить прямую, не отрывая 
карандаша от бумаги. Мы легко можем представить, что если из пря- 

мой удалить одну точку, то образовавшийся пробел лишает ее непре- 
рывности: такую прямую уже не начертишь, не отрывая карандаша 
от бумаги. Сформулируем требования, которые заставили бы нас вер- 

нуть на прямую удаленную точку и тем самым восстановить ее непре- 
рывность. Эти требования дадут нам аксиомы непрерывности системы 
действительных чисел. 

Пусть мы удалили из прямой точку В, расположенную правее на- 
чальной точки 0. Нам надо обнаружить этот пробел и устранить его. 

Сначала сформулируем требование, позволяющее нам дойти до пробе- 
ла и перешагнуть через него, шагая по прямой от точки 0 шагами про- 
извольной длины а. Требование, которое позволило бы нам преодолеть 

любое расстояние b (до точки В), можно сформулировать следующим 
образом (рис. 11). 

Для любого положительного ае В (а — длина шага) и любого БЕК 

(b — предложенное расстояние) существует натуральное число п 

(п — число шагов) такое, что па > b. Замечаем, что высказанное требо- 
вание — это знакомая нам аксиома Архимеда, сформулированная для 
элементов множества К. 
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Аксиома Архимеда 

a 

0 ————_____——" B 
b 

na 

Puc. 117 

Итак, пользуясь аксиомой Архимеда, мы можем дойти до пробела 

и перешагнуть через него. Другими словами, найти отрезок [Ху, Yo], co- 
держащий этот пробел. Разделим этот отрезок пополам и через [Х\ ‚ У\ ] 
обозначим ту половину, которая содержит пробел. Полученный отрезок 
снова разделим пополам и через [Х.,, У. ] обозначим ту половину, которая 

содержит пробел, и т. д. Продолжая этот процесс, мы получим последова- 
тельность вложенных один в другой отрезков [Хо, 75], [Хл, 71], 1X, У5],... 
‚ каждый из которых содержит пробел, образовавшийся в результате 

удаления точки В. Причем, если предположить, что кроме удаленной 
точки В еще некоторая точка С принадлежит всем отрезкам последова- 
тельности, то и весь отрезок ВС содержался бы в каждом из построен- 
ных отрезков. Но это невозможно, так как длины отрезков неограни- 

ченно убывают. Таким образом, удаленная точка — это единственная 
точка прямой, которая принадлежала всем отрезкам построенной 

последовательности. Требование, которое заставило бы нас вернуть 
на прямую удаленную точку и восстановить ее непрерывность, можно 

сформулировать так: для любой последовательности вложенных отрез- 
ков должна существовать точка, принадлежащая всем отрезкам после- 
довательности (рис. 12). 

В Аксиома Кантора 

Е хи 57 
Ш 
Хо Y= 

Puc. 12 

VY 

Это требование называется аксиомой Кантора. Заменяя в нем точ- 
ки соответствующими числами, мы получим аксиому Кантора, сформу- 
лированную на языке чисел множества К. 

Подводя итог, можно сказать, что аксиома Архимеда позволяет нам 

дойти до пробела и построить последовательность вложенных отрез- 
ков, содержащих пробел, а аксиома Кантора требует устранения этого 
пробела. Таким образом, систему действительных чисел целесообразно 
определить как упорядоченное поле, в котором выполняются аксиома 
Архимеда и аксиома Кантора. 

Уточним понятия, используемые в этом определении. 
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5.1.1. Определение. Пусть дано линейно упорядоченное множе- 

ство (Р, <), а_ЪЕР и asb. Отрезком называется множество [а, b] = 
={хеЕР|а<х<Б}. Элементы а и b называются концами этого отрезка. 

5.1.2. Определение. Последовательность отрезков ([а„, b,]) линей- 

но упорядоченного множества (Р, <) называется последовательностью 

вложенных отрезков, если а, <а.1, 6..1 <b, для любого п. 
5.1.3. Определение. Будем говорить, что в линейно упорядоченном 

множестве (Р,<) (в упорядоченном поле (Р, +, -,<)) выполняется аксиома р 
Кантора, если для любой последовательности вложенных отрезков изР су- 
ществует элемент в P, принадлежащий всем отрезкам последовательности. 

Итак, приходим к следующему определению действительных чисел. 
5.1.4. Определение. Системой действительных чисел называется 

упорядоченное поле (R,+,-,<), в котором выполняются аксиома Ар- 
химеда и аксиома Кантора. Обе аксиомы в совокупности называют- 
ся аксиомами непрерывности упорядоченного поля. Всякий элемент 
множества К называется действительным числом, а системы (В, +, -) 

и (В, +, +, <) называются соответственно полем и упорядоченным полем 

действительных чисел. 

Обсуждение определения 

Изложенный выше подход к определению системы действительных 
чисел позволяет считать, что прямая (точнее, числовая прямая) и си- 

стема действительных чисел — синонимы. Переход к геометрической 
терминологии осуществляется простой заменой слова «число» словом 
«точка». Говорят, например, что точки 0 и 23 являются концами отрез- 
ка [0, 23], аего длиной является число 23, если в качестве единичного 

отрезка взять отрезок [0, 1]. При этой единице измерения для любых 
а, БЕ В длиной отрезка [a, b] будет число b - a. Таким образом, действи- 
тельные числа полностью обеспечивают задачу об измерении отрезков. 

Из 4.3.4 вытекает, что упорядоченное поле действительных чисел со- 
держит упорядоченное поле рациональных чисел. 

5.1.5. Предложение. В упорядоченном поле (P, +,°, <) аксиома Apxu- 

меда эквивалентна каждому из следующих утверждений. 
1. Для любого be P существует пе N такое, что п>Ь. 

2. Для любого положительного аеР существует пе М такое, что 
1 
—<а. 
п 

3. Для любого положительного a € P илюбого be P существует пе М 
такое, что 10"a>b. 

Доказательство предоставляется читателю в качестве упражнения. O 

По 4.3.7, в упорядоченном поле рациональных чисел выполняется 
аксиома Архимеда. Не выполняется ли в нем аксиома Кантора? Ответ 
дает следующая теорема. 

5.1.6. Теорема. В упорядоченном поле рациональных чисел аксиома 
Кантора не выполняется. 
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Доказательство. Для всякого п=0,1,... рассмотрим множество це- 

лых чисел, квадраты которых не превосходят 2.1021, и наибольшее 
х 

число в этом множестве обозначим через x,. Тогда d, = Ton является 

наибольшей из дробей со знаменателем 10”, квадраты которых He пре- 

восходят 2. Пусть a, =a, + io" 

Покажем, что последовательность отрезков ([4,,, a; ]) является после- 
довательностью вложенных отрезков. В силу выбора дроби a,,, , для лю- 

Xn _ 10-х, < Xn+1 
10" 107" 1071 

а,.1 <а, для любого п. Предположим противное: пусть a, <а/.1 для 

Хп 1 Xn+1 Xn +1 Xn+1 1 

107 + 10" 1077 + 1071 ` Тогда 107 < 10"+1 — An+1 И 2 
[а <a?,, <2, откуда (x, +1)? <2.102", что противоречит выбору 

числа X,. Таким образом, а„.1 Sd, для любого п, и последовательность 
(а„,а„]) является последовательностью вложенных отрезков. 

Предположим, что рациональное число с принадлежит всем отрез- 
кам этой последовательности. Известно, что не существует рациональ- 
ного числа, квадрат которого равен двум, поэтому либо с? >2, либо 
c* <2. Предположим, что с? > 2, и найдем натуральное число К такое, что 

бого номера п получаем: a, = =а,.1. Покажем, что 

некоторого п, т. е. 

2c 1 
ст, >2. Это неравенство равносильно неравенству с? yt ya? 

2c 
а последнее будет выполняться, если с? -—>2, что равносильно Hepa- 

k 
с 

венству k > 5. По аксиоме Архимеда, существует натуральное число 
С — 

К, удовлетворяющее этому неравенству, а значит, и исходному Hepa- 
2 2 

венству [+ > 2. Но тогда для любого п имеем а? <2< [+ ‚ атак 

1 1 , 
Kak a, >0 u c—7 > О, то а, < ст. < c<a,. Отсюда для любого п получаем: 

== с- [ +] <d,—-d, = т Значит К> 10" для любого натурального п, 

что противоречит аксиоме Архимеда. 

В случае с? <2 аналогично находим натуральное число т такое, что 
2 

[== <2, а так как (а/)? >2 для любого п, то a, <e<ct <a’, что 
т т 

снова ведет к противоречию. 
Итак, для последовательности вложенных отрезков ([a,,, a, ]) не су- 

ществует рационального числа, принадлежащего всем отрезкам этой 
последовательности, и аксиома Кантора для упорядоченного поля ра- 
циональных чисел не выполняется. O 

Доказанная теорема, в частности, говорит о том, что О # В. 
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5.1.7. Определение. Всякое действительное число, не являющееся 

рациональным, называется иррациональным. 

Таким образом, множество действительных чисел представляет со- 

бой объединение множества рациональных и множества иррациональ- 

ных чисел. 

§ 2. Существование системы действительных чисел 

Вводные соображения 

Рассмотрим процесс измерения отрезков. Предположим, что нам 

нужно измерить отрезок ОА единичным отрезком ОЕ. Сначала нахо- 

AMM целое число единичных отрезков OE в измеряемом отрезке ОА. 

Если единичный отрезок OE уложился в отрезке ОА целое число Ay раз, 

то процесс измерения закончен и длина отрезка ОА равна целому числу 

ао. Если же этого не произошло, то мы единичный отрезок OE делим 

на 10 равных частей и находим длину отрезка ОА с точностью до деся- 

тых: do, а1. Если полученная десятичная дробь еще не является длиной 

отрезка ОА, то делим единичный отрезок на 100 равных частей и нахо- 

TMM длину с точностью до сотых: Ap, а1а> и т. д. Таким образом, получаем, 

что действительное число, являющееся длиной отрезка ОА, изобража- 

ется некоторой десятичной дробью и процесс измерения обнаруживает 

последовательно все новые и новые ее десятичные знаки. Это подска- 

зывает нам идею «смоделировать» действительное число в виде деся- 

тичной дроби и при конструировании системы действительных чисел 

в качестве основного множества взять множество $ всех десятичных 

дробей (понятие десятичной дроби дано в определении 4.4.1). Снача- 

ла на множестве S мы определим отношение «меньше» < и получим 

линейно упорядоченное множество (5, <). Докажем, что оно удовлетво- 

ряет аксиоме Кантора. После этого выделим в 5 множество конечных 

десятичных дробей, определим их сложение + и умножение -, а затем 

эти операции распространим на все множество 5. Получим систему 

(5, +, *, <), которая и будет системой действительных чисел в соответ- 

ствии с определением 5.1.4. Реализуем намеченную программу. 

Линейно упорядоченное множество десятичных дробей 

5.2.1. Определение. Пусть даны две десятичные дроби а, аа... 

и by, b, bo... . Будем считать, что первая десятичная дробь меньше вто- 
рой, и писать dp, а1а2...< 5162... тогда и только тогда, когда существу- 
ет номер К такой, что a, <b,, а для всех номеров 1< К имеет место ра- 

венство а; =Б.. 
5.2.2. Определение. Если a,BES, то условимся писать ASB тогда 

и только тогда, когда © <В или © =В. Будем писать ©, > В в значении В< о, 
и a> — взначении В < 4. 
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5.2.3. Теорема. Система (5, <) есть линейно упорядоченное множе- 
ство. 

Доказательство. Докажем, что для любых ©,В,уе$ из a<B, В<\ 
следует © <\. Пусть © = dg, Q,d2..., B =bo,b,bo..., ¥=Co, Co... . По условию, 
©<В, значит, существует номер К такой, что a, < В, а для всех номеров 
i < К имеет место равенство а; =b;. Аналогично В < ‘у влечет существо- 
вание номера т такого, что b,, < си, а для номеров] < т имеем Б; =c¢,. 

Если теперь n=min{k, т}, то а, < ск, и для номеров | < п получаем а, = с. 

Значит, © <, и свойство транзитивности доказано. 
Из свойства трихотомии для целых чисел следует свойство трихото- 

мии для десятичных дробей. O 

5.2.4. Теорема. В линейно упорядоченном множестве ($, <) выполня- 
ется аксиома Кантора. 

Доказательство. Пусть дана последовательность вложенных от- 

резков ((a,,,8,]) из 5. Построим десятичную дробь, принадлежащую 

всем отрезкам этой последовательности. Для этого рассмотрим множе- 

ство М всех десятичных дробей, каждая из которых не меньше любо- 

го из левых концов данных отрезков. Целая часть любой десятичной 

дроби из М не меньше целой части дроби Mo, поэтому существует деся- 

тичная дробь в М с наименьшей целой частью, эту наименьшую целую 

часть обозначим через су. Пусть Мо — множество всех десятичных дро- 

бей из М с целой частью су. Наименьшую из первых цифр всех десятич- 

ных дробей из Му обозначим через с, и рассмотрим множество М| всех 
десятичных дробей с целой частью су и первой десятичной цифрой cy. 

Продолжая описанный процесс, мы получим последовательность зна- 

КОВ Co, Cy, Co, ... . Докажем, что у = су,с1с2... является десятичной дро- 

бью. Для этого остается показать, что Y не имеет «хвоста» из девяток. 

Предположим противное, пусть Y = со,с16...с„99... . По построению \, 

в М должна существовать десятичная дробь вида Y =Cy,CyCo...C,..., ПРИ- 

чем, по определению десятичной дроби, после цифры с, есть цифра, 

отличная от девятки. Пусть В = со, CC ...С,а 41142... — одна из таких 

дробей, у которой первая не равная девяти цифра 4... появляется рань- 

ше, чем у других дробей такого вида. Тогда приходим к противоречию 

с выбором девятки в качестве (п + К)-го знака для Y: ведь для 'Y мы вы- 

бирали наименьшую из возможных цифр. Полученное противоречие 

обязывает нас принять, что Y не имеет «хвоста» из девяток, т. е. являет- 

ся десятичной дробью. 

Докажем, что у и есть общий элемент всех отрезков данной после- 

довательности. В силу выбора десятичной дроби Y она не превосходит 

любой дроби из М, а так как В, Е М, то у < В, для любого номера п. 
Остается показать, что ©, <у для любого п. Предположим против- 

ное: пусть существует номер т такой, что ¥< ош ис = а, а1а.... Тогда 

существует номер К такой, что с, < d,, и для каждого номера 1 < К имеет 
место равенство с; =а;. В силу выбора десятичной дроби Y во множе- 
стве М существует десятичная дробь 9 = со, сс» ...СиЁк 1+2... . Но тогда 
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< Qn. Что противоречит определению множества М. Итак, a, SVS В, 

для любого п, т.е. у принадлежит всем отрезкам данной последователь- 

ности. UO 

Конечные десятичные дроби 

5.2.5. Определение. Конечной десятичной дробью называется деся- 

тичная дробь вида Ay, а1а>...а, 00... . При записи такой дроби «хвост» 

нулей будем отбрасывать и записывать конечную десятичную дробь 

в виде dp, а1а2...а. 

Для удобства символом 10-п будем обозначать конечную десятичную 

дробь 0,00...01, где 1 стоит на п-м месте после запятой. 

5.2.6. Предложение (свойство усиленной плотности). Для любых 

десятичных Opobeti a и В, если a<B, то существуют конечные десятич- 

ные дроби / и ц такие, что a<A<pUSB. 

Доказательство. Пусть & = ау, а:а2..., B=bp,b,b2... 4a<B. По опреде- 

лению отношения «меньше», существует номер К такой, что a, <b, и для 

каждого номера! < К имеет место равенство а; = b;. Ho Torga aq, +1< b,, так 

что если = dp, Q,...dy_, (a, +1), то «<и<В. По определению десятичной 

дроби, существует номер т > К такой, что цифра a,, #9. Но тогда аи +1 

является цифрой, и если Л, =а,а1...а» ...ат1(ат +1), то < А<и ЗВ. п 

Определим сложение и умножение конечных десятичных дробей че- 

рез операции над соответствующими рациональными числами. 

5.2.7. Определение. Положим а, а1...ах +bo, by ...Dy, = CoC, ---Cy, если 

dg +o. || т | cg th 
° 10 10k} \° 10 tom J "39 "Tow 

и а, а1...ак Do, by... Dm = со, с «++ Cys если 

by Dm dy 4 +. +-—“ |. b, + — —— |= —+...+—. 
(ay + +t) (bo 107 10" ® 10+: * 

Из этого определения следует, что сложение и умножение конечных 

десятичных дробей ассоциативны, коммутативны и связаны дистрибу- 

тивным законом. Кроме того, для них выполняется аксиома Архимеда. 

Сложение произвольных десятичных дробей 

Распространим операции сложения и умножения конечных десятич- 

ных дробей на все множество десятичных дробей 5. Для этого введем 

одно важное понятие. 

5.2.8. Определение. Последовательностью стягивающихся от- 

резков из $ назовем такую последовательность вложенных отрезков 

({o,,.B,J), концы которых © и В, являются конечными десятичны- 

ми дробями, и для любого натурального числа т существует номер К 

такой, что для всех п > К выполняется неравенство В; —a, <10-" (т. е. 

при возрастании п длины отрезков бесконечно убывают). 
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5.2.9. Лемма. Для любой последовательности стягивающихся от- 
резков ((a,,,B,,]) существует и притом только одна десятичная дробь, 

которая принадлежит всем отрезкам этой последовательности. 

Доказательство. По аксиоме Кантора (5.2.4), существует десятич- 

ная дробь ‘у, принадлежащая всем отрезкам данной последователь- 

ности. Пусть десятичная дробь 6 также принадлежит всем отрезкам 

этой последовательности и #6. Для определенности положим у <6. 

По свойству усиленной плотности (5.2.6), существуют конечные деся- 

тичные дроби / и и такие, что у<^<и<9. Тогда для любого п получаем 

о; <¥<A<uUsd<B,, откуда 0O<u-A<f, —a, (напомним, что по опреде- 

лению 5.2.8, 0, и В, являются конечными десятичными дробями, так что 

разность В, —O,, определена). По определению 5.2.8, для любого нату- 

рального числа т существует номер К такой, что для всех п > К выполня- 

ется неравенство В, — a, <10-т, откуда 0 <и-^А, <10-"и0<10"(и-^)<1, 

что противоречит аксиоме Архимеда для конечных десятичных дробей. 

Следовательно, у — единственная десятичная дробь, принадлежащая 

всем отрезкам данной последовательности. 0 

5.2.10. Определение. Пусть дана десятичная дробь © =а,а1а>.... 

Для любого п =0,1,... конечные десятичные дроби ©, = Ap, a, ...d, HO, = 

=A, Q,...d, +10-" называются приближенными значениями данной де- 

сятичной дроби о. 
Всюду в дальнейшем приближенные значения десятичной дроби бу- 

дем обозначать той же буквой, что и саму дробь, только с индексом 

внизу. Например, приближенные значения десятичной дроби В будем 

обозначать через 8, и В», дроби yY — через \/, HY, ит. д. 

5.2.11. Предложение. Десятичная дробь © является единствен- 

ным элементом, принадлежащим всем отрезкам последовательности 

(0 › On, J). 
Доказательство. Очевидно, ([„,0.]) является последовательно- 

стью вложенных отрезков, и для любого п имеем: о SA<), т. е. 

© принадлежит всем отрезкам этой последовательности. В то же время, 

ох -O, =10™ для любого п, откуда следует, что это последовательность 

стягивающихся отрезков, и по лемме 5.2.9, © является единственным 

общим элементом всех отрезков этой последовательности. O 

Пусть a и В — конечные десятичные дроби. Для любого п имеем: 

a, <a<a, и В, <В<В», откуда a, +В, < +В <о/, +В‚. Таким образом, 

дробь y = © + В принадлежит всем отрезкам последовательности 

(fo, +8,,0, +В, ]). Это наталкивает на мысль и в случае произволь- 

ных десятичных дробей a и В их суммой а+В назвать ту десятич- 

ную дробь, которая принадлежит всем отрезкам последовательности 

(Lo, +B,» си +В» J). Но прежде нужно доказать существование и един- 

ственность такой десятичной дроби. 

5.2.12. Предложение. Для любых десятичных дробей © и В суше- 

ствует и притом только одна десятичная дробь Y, принадлежащая всем 

отрезкам последовательности ([о„ +B,,, с, +В/]). 
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Доказательство. Для любого п =0,1,... имеем: O, < 0.1 < 0.1 < И 

В < Bast < Brat < Вл, откуда O, + Bn = On+1 + Brat = Ont] + Brat < On + Вл. Сле- 

довательно, ([„ +8,, 0, +В» ]) является последовательностью вложен- 

ных отрезков. В то же время, (a, +8,)-(a, +B,) = (0, -—o,,) +(B;, -B,,) = 
= 10-" +10-п, откуда следует, что рассматриваемая последовательность 
является последовательностью стягивающихся отрезков, и по лемме 
5.2.9, существует и единственная десятичная дробь у, которая принад- 

лежит всем отрезкам этой последовательности. O 
Доказанное предложение позволяет дать следующее определение 

сложения произвольных десятичных дробей. 
5.2.13. Определение. Суммой произвольных десятичных дробей o 

и В назовем ту единственную десятичную дробь y, которая принадле- 
жит всем отрезкам последовательности ([a, +B,, с, +В/]). При этом, 

будем писать: +В =‘. Отображение Sx S—>S, сопоставляющее вся- 
кой упорядоченной паре (a, В) десятичную дробь у=©+В, называется 
сложением десятичных дробей. 

Основные свойства сложения десятичных дробей 

Покажем, что так определенное сложение + на множестве $ обла- 
дает всеми свойствами, которыми должно обладать сложение действи- 
тельных чисел в соответствии с определением 5.1.4. 

Коммутативность сложения непосредственно вытекает из определе- 
ния этой операции и из коммутативности сложения конечных десятич- 
ных дробей. 

5.2.14. Предложение. Сложение десятичных дробей слабо монотон- 

но, т. е. для любых a,B, YES, если а. <В, moat+yspPrty. 

Доказательство. Из условия a<B следует, что 0, <В„ для любого 
п, откуда, по свойству слабой монотонности сложения конечных де- 
сятичных дробей, о, +, $B, +, для любого п. По определению сло- 
жения, В, +7, <В-+у, и если предположить, что В+ <@+у, то получим 
On t¥n <Ви +, < В+\<а+у< ох +\, для любого п, т. е. В+у ис + AB- 

ляются различными десятичными дробями, принадлежащими всем 
отрезкам последовательности ([0, +ун, 0. +\/ ]). Ho это противоречит 

утверждению 5.2.12. Таким образом, © + <В+у. 0 

Пользуясь доказанным свойством слабой монотонности сложения, 
нетрудно доказать, что нестрогие неравенства одинакового смысла 
можно почленно складывать, т. е. если о <В и у<5, то &«+у<В-+06 для 

любых &, B, y,5ES. 

5.2.15. Предложение. Сложение десятичных дробей ассоциативно. 

Доказательство. Пусть o, В, ‘у — произвольные десятичные дроби. Для 
любого номера п имеем: &, < 0 < 0,8, <В< В», Yn < у <“, Откуда, по свой- 

ству слабой монотонности сложения, O&, +8, +7, < (&+В) + у <a, +B, + и, 

On +В, +\, < 9 -+(В +.) <a), +В, +у,. Таким образом, дроби (& +В) +у и 
a+(8+y) принадлежат всем отрезкам последовательности ([о„ +B, + 

+, 0 +В +у,]), которая является последовательностью стягиваю- 
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щихся отрезков, так как си +В! +7, — (0, +B, +¥n) =3°10™ для любого п. 

Следовательно, по лемме 5.2.9, дроби (%+8В) +у и + (В+) совпадают. O 

5.2.16. Предложение. Для любой десятичной дроби © существует 

противоположная десятичная дробь —<. 

Доказательство. Легко видеть, что последовательность ([-0/ ,— a, ]) 

является последовательностью вложенных отрезков, и по аксиоме 

Кантора существует десятичная дробь В, принадлежащая всем отрез- 

кам этой последовательности, т. е. -о/ <В<-о„ для любого п. Так как 

O, < 9 < 0, для любого п, то, по свойству слабой монотонности сложения, 

O, — 0 < 0+В< о, —©, для любого п. Но, очевидно, O, —O;, SOS; —о, 

следовательно, 0+ и 0 принадлежать всем отрезкам последователь- 

ности ([a,, — 0 , &;, —O,, ]), которая является последовательностью стяги- 

вающихся отрезков, так как 0, —Q, —(A, —O,,)=2-10™. Таким образом, 

по лемме 5.2.9, и+В=0, т. e. B=-a. O 

5.2.17. Предложение. Сложение десятичных дробей монотонно, 

т. е. для любых a, В, уЕ5, если ©. < В, то и-+у<В+у. 

Доказательство. По свойству слабой монотонности сложения, 

неравенство о©<В влечет ©+у<В+у. Предположим, что &+у=В+у. 

По 5.2.16, существует дробь —y. Прибавив ее к обеим частям последнего 

равенства, получим © =В, что противоречит условию. Следовательно, 

a+y<B+y.0 

5.2.18. Теорема. Для десятичных дробей справедлива аксиома Apxu- 

меда: для любых десятичных дробей © > 0 и В существует натуральное 

число п такое, что па, > В. 

Доказательство. По условию, > 0, поэтому найдется номер К та- 
кой, что ©; > 0. По аксиоме Архимеда для рациональных чисел, суще- 
ствует натуральное число п такое, что no, >Во. Но тогда, используя 
монотонность сложения, получаем: по, > пои. > Во >В. O 

Умножение произвольных десятичных дробей 

Перейдем к умножению десятичных дробей. Здесь наш путь во мно- 
гом будет напоминать тот, который мы проделали, рассматривая опера- 
цию сложения. Начнем с предложения, аналогичного 5.2.12. 

5.2.19. Предложение. Для любых десятичных дробей 020 u B20 cy- 
ществует и притом только одна десятичная дробь \, принадлежащая 

всем отрезкам последовательности ([a,, -B,,, о, -В„]). 
Доказательство аналогично доказательству 5.2.12. 0 

На основании 5.2.19 можно дать следующее определение умноже- 
ния произвольных десятичных дробей. 

5.2.20. Определение. Пусть даны десятичные дроби с и В: 

1) еслио>0иВ> 0, то © -В есть та единственная десятичная дробь, ко- 

торая принадлежит всем отрезкам последовательности ([O,, -B,, о -Ви]); 

2) если a<0, В>0, то положим @-В=-((-0).В); 
3) если «20, В <0, то примем ©-В=-(-(-В)); 

4) если a<0, В <0, то будем считать © -В = (-0)-(-В). 
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Докажем, что умножение произвольных десятичных дробей облада- 

ет всеми свойствами, которыми должно обладать умножение действи- 
тельных чисел. 

5.2.21. Предложение. Умножение десятичных дробей коммутативно. 
Доказательство. Коммутативность умножения неотрицательных 

десятичных дробей вытекает непосредственно из определения этой 
операции и из коммутативности умножения конечных десятичных дро- 
бей. Если теперь a<0, В>0, то, пользуясь определением умножения, 

получаем: a-B =—((—a)-B) = —(В.(-0)) =B -a. 
Аналогично доказывается коммутативность умножения в остальных 

случаях. O 
5.2.22. Умножение десятичных дробей слабо монотонно, т. е. для 

любых о, В, YES, если «<Виу>0, moa-y<B-y. 

Доказательство для случая 0 < о <В аналогично доказательству сла- 
бой монотонности сложения (5.2.14). 

Если ©<0<В, то O<B-y и OS-a, откуда 0=0-у< (-0)-у=-(@-у) и 

a-y < 0. Следовательно, a-y<O<B-y. 
Если же о <В<0, то 0<-В<-©, откуда последовательно получаем: 

(-B)-y <(-a)-y, —В.1) S$-(a-y), -у <В-у. 0 
Пользуясь слабой монотонностью умножения, можно доказать, что 

если OSs a<B, О<у<6, то0<а-у<В-6. 
5.2.23. Предложение. Умножение десятичных дробей ассоциативно. 

Доказательство. Ассоциативность умножения десятичных дробей 
a20, B20, y20 устанавливается подобно 5.2.15. Если же, например, 

a<0, В>0, у <0, то, пользуясь определением умножения, получаем: 

(a-B)-y =(-((-a) -В))-у=((-09-В))-(-) = 
=(-a)-(B-(-y)) =a-(-(B-Cy))) =a--¥) 

Остальные случаи рассматриваются аналогично. O 

Подобным образом доказывается следующее предложение. 

5.2.24. Предложение. Умножение десятичных дробей дистрибутив- 

но относительно сложения. 

5.2.25. Предложение. Для всякой десятичной дроби o #0 существу- 

ет обратная десятичная дробь a, т. е. такая, что a-a =1. 

Доказательство. Предположим вначале, что © — положительная 

конечная десятичная дробь. Тогда она является положительным рацио- 

нальным числом и, согласно 4.4.6, рациональное число 01 представи- 

MO в виде некоторой десятичной дроби В, т. е., по 4.4.4, для любого 

п имеем В, sa! <В». Hoa, S$<a<;,, откуда, пользуясь монотонностью 

умножения рациональных чисел, получаем о, -В, <a-a! <a, „В, для 

любого п. Таким образом, 1 принадлежит всем отрезкам последова- 

тельности ([a, `В», о, -Ви]). Но, по определению умножения, един- 
ственной десятичной дробью, принадлежащей всем отрезкам этой по- 

следовательности, является произведение о-В. Следовательно, a-B=1 

иВ=о-1. 

78



Пусть теперь © — произвольная положительная десятичная дробь. 

Тогда существует натуральное число К такое, что O;,,, >0 для любого 

п=0,1,..., азначит, по доказанному, существуют десятичные дроби a; 

и (O%4,) 1. Рассмотрим последовательность ([(04.„) 1, 0.1 ]). Легко ви- 

деть, что она является последовательностью вложенных отрезков. Кро- 

ме того, 

Oty — (ken)? = (Opin фи 1 (Офт — kan) Sag? 10+ 

для любого п. Отсюда следует, что рассматриваемая последовательность 
является последовательностью стягивающихся отрезков, и, по лемме 
5.2.9, существует и единственная десятичная дробь \/, принадлежащая 
всем отрезкам последовательности, т. е. (0.„)-1 SYS от для любого 

п. Так как Ops, << ох. п, ТО, ПО СВвОЙСТВУ СЛабой монотонности умно- 
жения, получаем: Opin (Okan) 1 < 9-1 < Opin Ol, T. е. &-Y принадле- 

жит всем отрезкам последовательности ([Opin (pin) 1, От 0 ]). 
Но, очевидно, 1 принадлежит всем отрезкам этой последовательности. 
В то же время, легко видеть, что эта последовательность является после- 
довательностью стягивающихся отрезков, и, по лемме 5.2.9, © -у =1, т. е. 

у=о!. 

Наконец, если © < 0, TOo-a>On a7! =-(-9)-*. п 

5.2.26. Предложение. Умножение десятичных дробей монотонно. 

Доказательство аналогично доказательству 5.2.17. O 

Подводя итог, получаем следующую теорему. 

5.2.27. Теорема. Система (5, +, *, <) является системой действи- 

тельных чисел. 

В силу этой теоремы всякую десятичную дробь можно назвать дей- 

ствительным числом и множество всех действительных чисел представ- 

лять себе как множество всех десятичных дробей. При этом, периодиче- 
ские десятичные дроби — это рациональные числа, а непериодические 
десятичные дроби — иррациональные числа. 

$ 3. Представление действительных чисел 

десятичными дробями 

Последовательность стягивающихся отрезков 

Получив в предыдущем параграфе уверенность в существова- 

нии по крайней мере одной системы действительных чисел, присту- 

пим к изучению одной из них, т. е. произвольного упорядоченного поля 

(R,+, ., <), в котором выполняются аксиома Архимеда и аксиома Кан- 

тора. Начнем с введения понятия последовательности стягивающихся 

отрезков, которое хорошо зарекомендовало себя при рассмотрении де- 

сятичных дробей. 
5.3.1. Определение. Пусть дано упорядоченное поле действитель- 

ных чисел (В, +, *, <). Последовательностью стягивающихся отрезков 
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называется такая последовательность вложенных отрезков ([a,,,D,, ]) 
из В, что для любого натурального числа т существует номер К такой, 

что для всех п > К выполняется неравенство В, -а, < =. 

Легко видеть, что это определение можно сформулировать для произ- 
вольного упорядоченного поля. Если его рассматривать на упорядоченном 
поле десятичных дробей (5, +,°, <), то оно эквивалентно определению 5.2.8. 

Следующее свойство последовательности стягивающихся отрезков, 
аналогичное свойству 5.2.9, будет многократно использоваться в даль- 
нейшем. 

5.3.2. Предложение. Для любой последовательности стягивающих- 

ся отрезков существует и притом только одно действительное число, 

принадлежащее всем отрезкам последовательности. 

Доказательство. Пусть дана последовательность стягивающихся 

отрезков ([а„,65,]) из К. По аксиоме Кантора, существует действитель- 

ное число с, принадлежащее всем отрезкам последовательности. Пусть 

действительное число также принадлежит всем отрезкам этой по- 

следовательности и пусть с < 4. Тогда а, <c<d<b, для любого п, от- 

куда O<d—c<b, —a,. По определению последовательности стягиваю- 

щихся отрезков, для любого те М существует номер К такой, что для 

1 1 
всех п > К выполняется неравенство В, — a, <—. Отсюда0<4а-с<—, что 

т т 
противоречит аксиоме Архимеда (см. 5.1.5). Следовательно, с — един- 

ственное число, принадлежащее всем отрезкам последовательности 

(La, ,5, J). 0 

Целая часть действительного числа 

5.3.3. Предложение. Для любого действительного числа а суще- 

ствует и притом только одно целое число т такое, что т<а<т+1. 
Доказательство. Существование. Рассмотрим подмножество целых 

чисел M={néZ|n<a}. По аксиоме Архимеда, для числа —а существует 

натуральное число п такое, что п > —а. Но тогда —п < а, откуда М # ©. Сно- 
ва, по аксиоме Архимеда, существует натуральное число К такое, что 
К > а, откуда для любого пе М имеем п <а < К. Таким образом, М — не- 

пустое подмножество целых чисел, ограниченное сверху целым числом 
К. Такое подмножество, по 3.3.17, имеет наибольший элемент, который 

обозначим через т. Тогда т<а<т-+1. 

Единственность. Пусть для целого числа т: также выполняются не- 
равенства т! <а<т; +1. Тогда в силу выбора т имеем т! < т. Предпо- 
ложим, что т: > т. Тогда m, +1<тс<а — пришли к противоречию. Сле- 

довательно, Mm, =m. O 

5.3.4. Определение. Целой частью действительного числа а называ- 
ется целое число, обозначаемое через [а], такое что [а] < а<[а]+1. 

Существование и единственность целой части действительного чис- 

ла вытекает из 5.3.3. 
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Представление действительного числа 

десятичной дробью 

5.3.5. Теорема. Всякое действительное число однозначно представи- 

мо в виде десятичной дроби. 

Доказательство. В соответствии с определением 4.4.4, нужно до- 

казать, что для всякого действительного числа а существует и притом 

только одна десятичная дробь dp, а1а>... такая, что для любого п = 0,1.... 

выполняются неравенства 

а) An 1 
... <а<а +“ +.. +o 

10 10" 
+ . 1 

10 10" 10" (р 

Сначала докажем, что существует не более чем одна десятичная 

дробь, являющаяся представлением действительного числа а. Для это- 

го выясним, как числа dp, ат, dz, ... выражаются через число а. При п = 0 

из (1) получаем а <а<а +1, откуда вытекает, что ау =[а]. Далее, ис- 

пользуя обозначение А,„_1 =A +“ 4 Se 
10 10" s 

. Отсюда a, $10"(a-A,_,) <a, +1. Следо- 

при п > 0, получаем 

А 1+ За<А, 1+ 

10” 10" “Ton 

вательно, a, =[10"(a—A,_,)]. Из единственности целой части числа 3a- 

ключаем, что десятичная дробь однозначно определяется числом а. 

Теперь ясно, как нужно доказывать существование искомой де- 

сятичной дроби. По данному действительному числу а опреде- 

лим ао =[0], и если числа аъ, а,..., ал уже найдены, то обозначим 

An-1 ++. Е “7 И положим a, =[(10"(a-—A,_,)]. Докажем, что 

при так определенных Ay, а1, а2,...имеют место неравенства (1). По опре- 

делению целой части числа, из формулы для а, получаем а <а<а +1, 

а из формулы для a, при п > 0 будем иметь: a, <10"(а-А,-_1)<а„ +1, 

откуда легко получить (1). 

Докажем, что запись Ap, а, а>,... является десятичной дробью. Для 

этого нужно доказать, что а1, а2,... являются цифрами и нет «хвоста» 

из девяток. 

Из неравенств а <а<а +1 получаем 0 <а-а <1, откуда 0 < 10 X 

х (а-а%) < 10, значит, 0<[10(а-а)]<10. Ho a, =[10(a—ag)]J, следо- 

вательно, O< a, <10, т. е. a, — цифра. Аналогично при п > 0 из нера- 

венств a, <10"(a—A,_))<a, +1 получаем последовательно 0 < 10” x 

10" 10" 

< 10, 0<[10"*!(a-—A,,)]<10, O<a,,, <10, т. е. a,,, — цифра. 
Докажем отсутствие «хвоста» из девяток. Предположим противное, 

пусть, начиная с номера т + 1, всюду стоят девятки: Ap, а1а2...аи999.... 

Воспользуемся доказанными неравенствами (1). 

x(a A а 0<10"1 [<- -(^ aft |<. О = 10"+1(q-A,) < 
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Для любого 1 = 1,2,... имеем: 

А+ +..+_? <а<А +——+...4 ? -+ 1 =A 4. 
10™+1 10" 1071 107+ 107 10" 

1 
Отсюда последовательно получаем: O<A,, +——-а< 

1 10” 107+’ 

<+10тн (A, m+ Tom -a] <1 для любого i = 1, 2, ..., что противоречит 

аксиоме Архимеда. Таким образом, do, а1а2... является десятичной дро- 
бью, представляющей действительное число а. O 

Докажем, что требование однозначной представимости каждого 

элемента упорядоченного поля некоторой десятичной дробью эквива- 
лентно аксиоме Архимеда. 

5.3.6. Теорема. В упорядоченном поле аксиома Архимеда выполняет- 

ся тогда и только тогда, когда всякий его элемент однозначно предста- 

вим в виде некоторой десятичной дроби. 

Доказательство. Проследив доказательство теоремы 5.3.5, убеж- 

даемся, что в нем, говоря о действительных числах, мы нигде не ис- 

пользовали аксиому Кантора, работала лишь аксиома Архимеда. Таким 

образом, на самом деле доказано более общее утверждение: если в упо- 

рядоченном поле выполняется аксиома Архимеда, то всякий его эле- 

мент однозначно представим в виде некоторой десятичной дроби. 

Предположим теперь, что произвольный элемент b упорядоченно- 

го поля (P, +,°, <) представим в виде десятичной дроби by,b,b,. Тогда 

by) +1>b. По аксиоме Архимеда для целых чисел, существует натураль- 

ное число п такое, что п > В +1. Тогда п > b, что, по 5.1.5, эквивалентно 

аксиоме Архимеда. O 

5.3.7. Теорема. Всякая десятичная дробь является представлением 

единственного действительного числа. 

Доказательтво. Пусть дана десятичная дробь а ,‚а1а›.... Для любого 

п=0,1,... обозначим А, = а tobe. „ето , A, =A, + т. 
10 10" Tor 

Очевидно, последовательность ([A,, A,]) является последователь- 

ностью стягивающихся отрезков, и, по 5.3.2, существует и притом 

только одно действительное число а, принадлежащее всем отрезкам 

этой последовательности, т. е. для любого п выполняются неравенства 
/ A, <а<А,. 

Предположим, что а = A, длянекоторого номерат. Тогда А. у_1 = Am+k 

1 =А О т+к + 1 для любого k=1,2,..., т.е. Аж + OT- 

куда аи. =9. Таким образом, получаем «хвост» из девяток, что проти- 

воречит определению десятичной дроби. Следовательно, A, <а< А, 

для любого п. В соответствии с определением 4.4.4 это означает, что 

число а представимо в виде данной десятичной дроби dp, а1а2 ....П 
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Проследив доказательство теоремы 5.3.7, замечаем, что на самом 

деле доказана следующая более общая теорема. 

5.3.8. Теорема. Если в упорядоченном поле для всякой последова- 

тельности стягивающихся отрезков существует и притом только 

один элемент, принадлежащий всем отрезкам последовательности, 

то всякая десятичная дробь является представлением единственного 

элемента этого упорядоченного поля. 

Теоремы 5.3.5 и 5.3./ устанавливают взаимно однозначное ото- 

бражение множества всех действительных чисел К на множество всех 

десятичных дробей 5, которое, как будет установлено в дальнейшем, 

является изоморфизмом упорядоченного поля действительных чисел 

на упорядоченное поле десятичных дробей. 

Связь между отношениями линейного порядка 

на множествах Ки 5 

5.3.9. Предложение. Если действительные числа а и b представи- 

мы в виде десятичных дробей соответственно © и В, moa < Ь тогда 
и только тогда, когда a< В. 

Доказательство. (>) Докажем, что если © < В, Toa < b. Предположим 

противное, пусть о, < В, нор <а. Если © = а, аа... 8B =bp,b bo ..., то из ус- 
ловия о, <В следует существование номера К такого, что а, <[,, а для 
всех номеров {Е < К имеет место равенство а; =b;. Но тогда ак +1<b,, 
откуда А; <Вки В, <b<a< A, < В, — противоречие. Следовательно, из 
о< В следует a<b. 

(<=) Предположим a<b. Поскольку всякая десятичная дробь явля- 

ется представлением не более одного действительного числа, то © В. 
Если предположить, что В <a, то, по доказанному, b <a, что по условию 
не так. Следовательно, ©<В. O 

Заметим, что на самом деле доказана следующая более общая тео- 
рема. 

5.3.10. Теорема. Пусть всякая десятичная дробь является пред- 
ставлением не более одного элемента упорядоченного поля (P, +, *, <). 
Если элементы а и b из Р представимы в виде десятичных дробей соот- 
ветственно © и В, то a<b тогда и только тогда, когда а < В. 

Охарактеризуем систему действительных чисел с помощью понятия 
представимости элемента упорядоченного поля десятичной дробью. 

5.3.11. Теорема. Упорядоченное поле является системой действи- 

тельных чисел тогда и только тогда, когда всякий его элемент одно- 

значно представим в виде некоторой десятичной дроби и всякая деся- 
тичная дробь является представлением единственного элемента этого 
упорядоченного поля. 

Доказательство. (>) Из 5.3.5 и 5.3.7 вытекает, что система действи- 

тельных чисел обладает указанными в теореме свойствами. 
(<=) Предположим теперь, что всякий элемент упорядоченного поля 

(P, +,°, <) представим в виде некоторой десятичной дроби и всякая де- 
сятичная дробь является представлением единственного элемента из Р. 
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По 5.3.6, в данном упорядоченном поле выполняется аксиома Архиме- 

да. Далее, по 5.3.10, если элементы a и Ь из Р представимы в виде де- 

сятичных дробей соответственно © и В, то a<b тогда и только тогда, 

когда о <В. Отсюда следует, что выполнимость аксиомы Кантора для 

десятичных дробей (см. 5.2.4) влечет выполнимость ее для данного 

упорядоченного поля. Следовательно, (Р, +,°, <) является системой дей- 
ствительных чисел. O 

Другая трактовка понятия представимости 
действительного числа десятичной дробью 

Напомним определения необходимых понятий. 

5.3.12. Определение. Действительное число а называется пределом 

последовательности действительных чисел (y,,), если для любого дей- 

ствительного числа € <0 существует номер К такой, что для всех номе- 

ров п <К выполняется неравенство |a— y,|<e. Записывается: ши y, =a. 
n—-0o 

При этом говорят, что последовательность (y,,) сходится к числу а. 

5.3.13. Определение. Пусть дана последовательность действитель- 

ных чисел ху, х1, Хо, .... Выражение вида ху +X] +х. +... называется ря- 

дом. Для любого п=0,1,2,... число y, =ху +X, +... +X, называется ча- 

стичной суммой этого ряда. Если существует lim Yn =A, то а называется 

суммой данного ряда. При этом пишут: а =хо +х! +х. +... 
5.3.14. Предложение. Действительное число а представи- 

мо в виде десятичной дроби do, аа>... тогда и только тогда, когда 

_ 1, % а=а +——-+—— + 
10 102 

Доказательство. (=) Пусть действительное число a представи- 

мо в виде десятичной дроби а, а1а›.... По 4.4.4, это означает, что 

для любого номера п выполняются неравенства A, <a<A,. Тогда 

lJa-A,|=a-A, <A, —-A, = —. Отсюда следует, что lim A, =a. Оче- 
N—oo 

ВИДНО, приближенные значения А; являются частичными сумма- 

ми ряда Ay ЕН +. . Следовательно, а есть сумма этого ряда. 

а=а +4 4. 
т "102 

(<=) Предположим теперь, что дана десятичная дробь ау, аа... иа = 

=A tte. . Докажем, что число а представимо в виде этой де- 

сятичной дроби. По 5.3.7, существует, и притом только одно, действи- 

тельное число b, которое представимо в виде данной десятичной дро- 

би а, а1а>..., а по доказанному, Ь есть сумма ряда: Ь = а + м. 10 +... 

Из единственности суммы ряда вытекает, что а = b. П 
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Характеризация рационального числа через его представление 
в виде десятичной дроби 

5.3.15. Теорема. Действительное число а является рациональным 

тогда и только тогда, когда оно представимо в виде периодической де- 

сятичной дроби. 

Доказательство. По 4.4.6, рациональное число представимо в виде 

периодической десятичной дроби. 

Обратно, пусть действительное число а представимо в виде пери- 

одической десятичной дроби ©, докажем, что а — рациональное чис- 

ло. Рассмотрим типичный пример. Пусть © = 23,56(375). Передвинем 

запятую вправо до периода, для чего обе части равенства умножим 

на 102. Получим 1020 = 2356,(375). Теперь передвинем запятую впра- 

во на один период, для чего равенство умножим на 103. Получим 

103 -1020 = 2356376(375). Из последнего равенства вычтем предпослед- 
нее: 103.1020-—1020=2356375. Окончательно получаем: 

_2356375-2356 _235-2356 
—  102а03-) = 99900 ° 

Следовательно, © — рациональное число, равное найденному OTHO- 
шению. Замечаем, что числитель полученной дроби представляет со- 
бой разность между числом, записанным цифрами, стоящими до вто- 

рого периода, и числом, записанным цифрами, стоящими до первого 
периода, а знаменатель записывается сначала девятками в количестве, 
равном числу цифр в периоде, а затем нулями в количестве, равном 
числу цифр от запятой до первого периода. 

Теперь не представляет труда провести те же рассуждения в общем 
виде. Если ограничиться положительными числами, то получаем: 

Ol = а_н@-(п-1) +++ 1g, 4 Aq ...ат (ата та «++ Imek)s 

THe а_„а_(п_1)...@0 — десятичная запись целой части данной десятичной 
дроби ©. Выполняя преобразования по той же схеме, как и в примере, 
в итоге получим: 

oo а_пА—(п-1)--.@о@1а2 «- A Ann 4142 +++ Omsk — An A(n-1) +++ AgQy Az ...@т 

99....900....0 
—S ee 

k m 

. О 

8 4. Изоморфизм упорядоченных полей действительных чисел 

Представление в виде десятичной дроби суммы и произведения 
двух действительных чисел 

5.4.1. Предложение. Если действительные числа а и b представимы 

в виде десятичных дробей соответственно © и В, moa + bua-bnpedcma- 

вимы в виде десятичных дробей, равных соответственно © + Вис..В. 
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Доказательство. Для любого п имеем: A, <а<А,, В, <а<В,, от- 

куда А, +В, <а+Ь< А, +В". Очевидно, А’, А, и B,,B, представимы 

в виде конечных десятичных дробей соответственно ©, a, и В„,В» 

и, по определению 5.2.7, A, +B, и A, +В, представимы в виде конеч- 

ных десятичных дробей, соответственно равных © +B, и ©, +В/. Чис- 

ло а + b представимо в виде некоторой десятичной дроби y, а по 5.3.9, 

при переходе от действительных чисел к соответствующим десятичным 

дробям отношение < сохраняется. Следовательно, из соотношений 
A, +B, <а+Ь< А, +В, следует a, +8, <у< о, +В*. Отсюда, по определе- 

нию сложения десятичных дробей, у=о +В. 

Подобным образом можно установить, что еслиа> 0, Ь > 0, то произве- 

дение a-b представимо в виде десятичной дроби, равной о -В. Легко дока- 

зать также, что число —а представимо в виде десятичной дроби —с.. Если 

теперь а < 0, b = 0, ro-a > 0 и произведение (—a)-b представимо в виде 

десятичной дроби, равной (-0).В, но тогда произведение a-b =—((—a)-b) 

представимо в виде десятичной дроби, равной —((-0)-В =о-В. Рассма- 

тривая аналогично остальные случаи, получаем, что всегда произведе- 

ние a-b представимо в виде десятичной дроби, равной a-B. O 

Изоморфные отображения упорядоченного поля 

действительных чисел 

5.4.2. Теорема. Изоморфный образ упорядоченного поля действи- 

тельных чисел есть упорядоченное поле действительных чисел. 

Доказательство несложно и предоставляется читателю. O 
5.4.3. Теорема. Любые два упорядоченных поля действительных чи- 

сел изоморфны. 

Доказательство. Пусть дано произвольное упорядоченное поле дей- 

ствительных чисел (В, +, +, <). Обозначим через ф отображение В в 5, со- 
поставляющее всякому действительному числу его представление в виде 

десятичной дроби. ИЗ 5.3.5 и 5.3.7 вытекает, что ф является взаимно 

однозначным отображением R на 5. Для любых а, БЕК, по 5.3.9, а <b 

тогда и только тогда, когда ф(а) < (5), а по 5.4.1, o(a+b)=o(a)+(b), 

ф(а-Ъ) =ф(а)-Ф(Б). Следовательно, ф является изоморфизмом упорядо- 

ченного поля действительных чисел (К, +, *, <) на упорядоченное поле 

десятичных дробей (5, +, *, <). Отсюда следует, что любые два упоря- 

доченных поля действительных чисел, будучи изоморфными одному 

и тому же упорядоченному полю десятичных дробей, изоморфны меж- 

ду собой. O 
5.4.4. Теорема. Изоморфное отображение упорядоченного поля дей- 

ствительных чисел в себя является тождественным, т. е. образ всяко- 
го действительного числа совпадает с ним самим. 

Доказательство. Пусть ф — изоморфное отображение упорядочен- 
ного поля действительных чисел (Р, +, *, <) в себя. Последовательно полу- 

чаем: ф(Т) =1 (свойство изоморфизма); для любого ke М имеем (k) =k 
(доказывается индукцией по К); для любого тей имеем ф(т)=т 
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(рассматриваются случаи те М, т = 0, тЕ-М); наконец, для любых 

m,neZ, где n#0, получаем n-9( = }=o(0)-0 |= o{n-= = фид=ть 
n n n 

откуда вм. Итак, ф действует тождественно на рациональных 
числах. п 

Пусть A, , A, — приближенные значения числаае R, тогда A, <а< А, 
для любого п. Но тогда A, = 0(A,,) < ф(а) <Ф(А/) =A, т.е. аи O(a) при- 
надлежат всем отрезкам последовательности ([A,,A,,]) и, по 5.3.2, 

ф(а) =а. Таким образом, ф является тождественным отображением. O 

Еще один аспект понятия представимости 
действительного числа десятичной дробью 

Мы уже имеем два аспекта понятия представимости действительно- 

го числа десятичной дробью (см. 4.4.4 и 5.3.14). Установим еще одну 

интерпретацию этого понятия. 

5.4.5. Предложение. Действительное число а представимо в виде 

десятичной дроби © = а, аа... тогда и только тогда, когда существу- 

ет изоморфизм ф упорядоченного поля действительных чисел (К, +,°, <) 

на упорядоченное поле десятичных дробей (5, +,°, <), при котором 

o(a) =a. 

Доказательство. Необходимость установлена при доказательстве 

5.4.3. Докажем достаточность. Пусть ф — изоморфизм упорядоченно- 

го поля действительных чисел (В, +, *, <) на упорядоченное поле деся- 

тичных дробей (5, +,°; <), при котором (a) = с, и пусть действительное 

число а представимо в виде десятичной дроби PES. По теореме 5.4.3, 

существует изоморфизм y:R—- 5, при котором \у(а) =В. Очевидно, ото- 

бражение f = yw! является изоморфизмом упорядоченного поля дей- 

ствительных чисел (В, +, -, <) на себя, которое, по 5.4.4, является тожде- 
ственным: y!@ = в, откуда O=W и о = (а) =\у(а) =В. 0 

8 5. Аксиома Архимеда и усиленная аксиома Кантора 

в упорядоченных полях 

Упорядоченные поля, удовлетворяющие аксиоме Архимеда 

Установим ряд свойств, эквивалентных аксиоме Архимеда. 

5.5.1. Теорема. В упорядоченном поле выполняется аксиома Архиме- 

да тогда и только тогда, когда всякий его элемент является пределом 

некоторой последовательности рациональных чисел. 

Доказательство. (=>) Если упорядоченное поле удовлетворяет ак- 

сиоме Архимеда, то по 5.3.6 всякий его элемент а представим в виде 

некоторой десятичной дроби. Но тогда а является пределом последова- 

тельности приближенных значений: а= Пт A, и A, ЕО. 
N—oo 

87



(=) Пусть всякий элемент упорядоченного поля (P, +,°, <) являет- 

ся пределом некоторой последовательности рациональных чисел и 

О<аЕР. Тогда а = lim q,, где 4, €Q для любого п. Для 1 существует но- 
N—-0eo 

мер К такой, что ja—q,|<1, откуда a=|a—q, +q,|<|a—aq|+|q,|<1+|q|. 
По аксиоме Архимеда для рациональных чисел, существует натураль- 
ное число т такое, что 1+4 <т, откуда а < т. Итак, для произволь- 

ного а > 0 существует натуральное число т такое, что а < т. Следова- 

тельно, по 5.1.5 аксиома Архимеда выполняется. [1 

5.5.2. Теорема. В упорядоченном поле (Р, +, *, <) выполняется акси- 

ома Архимеда тогда и только тогда, когда оно обладает свойством 
усиленной плотности: для любых а, БЕР, если а < b, то существует 

т т 
рациональное число — такое, что a<— <b. 

п n 
Доказательство. (=) Пусть упорядоченное поле (P, +, >, <) удовлет- 

воряет аксиоме Архимеда иа,БЕР, а < 6. Тогда b-—a>0 и, по аксиоме 
Архимеда, существует натуральное число п такое, что пф-а)>1, от- 
куда na+1<nb. Снова, по аксиоме Архимеда, существует натуральное 
число т такое, что т > па. Пусть т — наименьшее натуральное чис- 
ло с этим свойством. Тогда т-1<па, откуда т < па+1<пф. Но тогда 

т 
na<m<nbua<—<b. 

n 
(<=) Предположим теперь, что упорядоченное поле (Р, +, *, <) облада- 

ет свойством усиленной плотности. Докажем, что для любого а > 0 су- 

ществует натуральное число п такое, что п > а. Предположим против- 

ное, т. е. существует элемент AEP, а > 0, такой, что п < а для любого 

натурального числа п. По свойству усиленной плотности, существует 

К К 
рациональное число — такое, что а<— <2а. Таким образом, для лю- 

т т 
К 

бого натурального числа п получаем: n<—, т. е. пт < К, что противо- 
т 

речит аксиоме Архимеда для целых чисел. O 
Докажем, что все упорядоченные поля, удовлетворяющие аксиоме 

Архимеда, исчерпываются, по существу, подполями упорядоченного 
поля действительных чисел. 

5.5.3. Теорема. Упорядоченное поле, в котором выполняется аксио- 

ма Архимеда, изоморфно некоторому подполю упорядоченного поля дей- 
ствительных чисел. 

Доказательство. По 5.3.6, всякий элемент данного упорядоченного 

ПОЛЯ (Р, +,°, <) однозначно представим в виде десятичной дроби. Дока- 

жем, что отображение ф, сопоставляющее всякому элементу AEP его 
представление в виде десятичной дроби, является взаимно однознач- 
ным. Пусть а, ЕР, o(a)=a, ф(Ь) =В и a=. Тогда приближенные 3Ha- 
чения элементов а и Ь также равны, т. е. для любого п имеем: A, = B,, 
А’ = В/. Предположим, что a#b. Пусть, например, а < Db. По 5.5.2, дан- 
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ное упорядоченное поле обладает свойством усиленной плотности, зна- 
чит, существуют рациональные числа 41 и qo такие, что а<4\ < 4› <b. 
Но тогда для любого п получаем: A, <a<q, <4› <bD<B, =A), откуда 

1 
O0<q.-q, <A, -А, = Tor’ что противоречит аксиоме Архимеда. Остается 

принять, что а = b. Итак, ф — взаимно однозначное отображение P B 5, 

а по 5.3.10 и 5.4.2 ф является изоморфизмом данного упорядоченного 
поля в упорядоченное поле десятичных дробей, которое, по 5.2.26, яв- 

ляется упорядоченным полем действительных чисел. O 

5.5.4. Определение. Упорядоченное поле назовем максимальным 

с данным свойством, если оно не изоморфно собственному подполю 

никакого упорядоченного поля, обладающего данным свойством. 

5.5.5. Теорема. Система (Р, +, *, <) есть система действительных 

чисел тогда и только тогда, когда она является максимальным упоря- 

доченным полем, удовлетворяющим аксиоме Архимеда. 

Доказательство. (=) Пусть дана система действительных чисел 

(В, +, *, <). Предположим, что существует упорядоченное поле (К ‚+, *, <), 

удовлетворяющее аксиоме Архимеда, и ф — изоморфное отображение 

Кв К, при котором @(R)# К. По 5.5.3, существует изоморфизм W упоря- 

доченного поля (К, +,°, <) на некоторое подполе упорядоченного поля 

действительных чисел (В, +,°, <). Тогда W@ есть изоморфное отображе- 

ние К в себя, и, по 5.4.5, оно является тождественным отображением, 

т. е. для любого ae R имеем wo(a)=a. Отсюда ф(а) =ли{(а) для любо- 

ro аЕК. Следовательно, 9=y! и o(R)=K — пришли к противоречию. 

Остается принять, что упорядоченное поле действительных чисел явля- 

ется максимальным упорядоченным полем, удовлетворяющим аксиоме 

Архимеда. 

(<=) Предположим, что (Р, +, *, <) есть максимальное упорядоченное 

поле, удовлетворяющее аксиоме Архимеда. По 5.5.3, существует изо- 

морфизм данного упорядоченного поля в упорядоченное поле дей- 

ствительных чисел (В, +, *, <), который, по условию максимальности, 

является отображением на К. Следовательно, (Р, +, *, <) само является 

упорядоченным полем действительных чисел. O 

Усиленная аксиома Кантора 

5.5.6. Определение. Будем говорить, что упорядоченное поле удов- 

летворяет усиленной аксиоме Кантора, если для любой последователь- 

ности стягивающихся отрезков существует и единственный элемент, 

который принадлежит всем отрезкам последовательности. 

5.5.7. Теорема. Упорядоченное поле удовлетворяет усиленной аксио- 

ме Кантора тогда и только тогда, когда оно является упорядоченным 

полем действительных чисел. 
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Доказательство. (=) Из 5.3.2 вытекает, что упорядоченное поле 

действительных чисел удовлетворяет усиленной аксиоме Кантора. 

(=) Пусть упорядоченное поле (Р, +, >, <) удовлетворяет усиленной 

аксиоме Кантора. Докажем, что оно удовлетворяет аксиоме Архиме- 

да. В соответствии с 5.1.5 достаточно доказать, что для любого поло- 

жительного элемента аеР существует натуральное число п такое, что 

п > а. Предположим противное: пусть существует элемент а > 0 такой, 

что для любого натурального числа п выполняется неравенство п = а. 

Tora а не является натуральным числом, а значит, п < а для любого п. 

11 11 
Отсюда — <— и последовательность | | — >— | | является последовательно- 

а п а п 

стью вложенных отрезков. 

Пусть т — произвольное натуральное число. Для любого натурально- 

111 
го числа п > т имеем: (п-т)а > -тп, откуда -тп <па-таи---—<—. 

пат 
Следовательно, рассматриваемая последовательность является после- 

довательностью стягивающихся отрезков. В то же время различные эле- 

1 2 . 
менты — и — принадлежат всем отрезкам даннои последовательности, 

а a 

что противоречит усиленной аксиоме Кантора. Таким образом, упоря- 

доченное поле (P, +, *, <) удовлетворяет аксиоме Архимеда, и по 5.3.6, 

5.3.8, 5.3.11 является системой действительных чисел. O 

§ 6. Степени и логарифмы 

Степень с целым показателем 

Дополним понятие степени с натуральным показателем (см. 2.7.3). 
5.6.1. Определение. Для любого действительного числа (/ = 0 и лю- 

1 
бого натурального п положим а" =(а")- = — и ад = 1. Если т — целое 

а 
число, то ат называется степенью с целым показателем. 

Обратим внимание на то, что нуль в отрицательной и нулевой сте- 
пени не определены. Докажем основные свойства степени с целым по- 
казателем. 

5.6.2. Теорема. Для любых O# ER, OF DE RuM,NEZ имеют место 

следующие соотношения: 
1) а"*" =ат .ап; 

2) qnn = (ат jr; 

3) ап.Б” =(a-b)"; 

4) ecnu0<a<b, т>0, moa™ <b"; 
5) еслиа > Тит > 0, тоа" > 

6) еслиа > 1ит < п, тоа" <a’, 

Доказательство. При натуральных т и п равенство 1) вытека- 

ет из 2.8.5. Если по крайней мере одно из чисел т и п равно нулю, 
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то равенство 1) очевидно. Пусть т > 0, п < 0, тогда п=-п1, где п EN 

1 а" 
и а" ап =а" а =а"-——=——. Если —п1 <т, то т-п: EN и, пользуясь 

ам ат 

равенством 1) для натуральных показателей и основным свойством 
ат ати . ай 

дроби, получаем а" -а" =_= > =ат\т =qmin, Если m=n, то 
ат а“ 

ат 

а" ап =——=1=a° =a™™ =q™*", Если же M<n,, TON, —MEN, и мы по- 
ql 

m m 

лучаем ат .а" = а = а = 1 =q-(y-m) =ат-м =ат+. С луч ай 
qn ай —m , ат ат —т 

т < 0, п > 0 получается из рассмотренного переменой мест т и п. На- 

конец, если т < 0, п < 0, тот = —т, п = -Ny, m,n EN иа":а" = 

=а-"т ам 11-1 qty -m) = атптт+Ст) = qmtn, 
апи а" qm tny 

Равенства 2) и 3) также доказываются рассмотрением всевозмож- 

ных случаев относительно т и п. Свойство 4) легко доказать индукцией 

по т. Свойство 5) вытекает из 4). 

Докажем 6). Из условия т < п следует, что п-тЕМ, и по 5) полу- 

чаем ат" >]. Отсюда а" =а"" .а" > ат. 0 

Степень с рациональным показателем 

Как уже отмечалось, уравнение x* = 2 в поле рациональных чисел 

решения не имеет. Имеет ли оно решение в поле действительных чи- 

сел? Ответ дает следующая теорема. 

5.6.3. Теорема. Для любого действительного числа а > 0 илюбого 

натурального числа п существует, и притом только одно, положи- 

тельное действительное число b такое, что В" = a. 

Доказательство. Существование. По 3.3.17, всякое непустое огра- 

ниченное сверху подмножество целых чисел содержит наибольшее чис- 

ло, поэтому существует наибольшее целое число by такое, что Вл < 

Если целые числа bo, by, ..., by, уже определены, то через b, обозначим 

by Dy, Oy ) наибольшее целое число такое, что | by +—-+...+ +——| <a. Cy- 
10 10k-1 10% 

ществование числа b, также опирается на 3.3.17. Таким образом, ин- 

дуктивно определена последовательность целых чисел bo, bj), ..., dy... 

Пусть B, =Б ++. .+—— т ‚ В = By. + т К =0,1,.... Легко видеть, что 

([Вь, Вь]) является последовательностью вложенных отрезков и, по ак- 

сиоме Кантора, существует действительное число b, которое принад- 

лежит всем отрезкам последовательности. Вместе с тем, последова- 

тельность ([Вр, (В )"]) является последовательностью стягивающихся 

отрезков, и числа b" и а принадлежат всем отрезкам этой последова- 

тельности. Следовательно, по 5.3.2, В" =a. Для любого номера К имеем 

b, 20, откуда Б> 0. Но" =a>0, поэтому b > 0. 
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Единственность. Пусть b” =a u bt =a, причем b > Ou bd, > 0. Тогда 
р” =b?, и если предположить, например, что b < b,j, то, по свойству 4) 

из 5.6.2, получим b" < bi — противоречие. Следовательно, b = by. 0 

5.6.4. Определение. Пусть действительное число a > OUNEN. 

1. Положим а" =b тогда и только тогда, когда b > Ou b" =a. Число 

а/п записывается также в виде Ya и называется арифметическим кор- 

нем п-й степени из положительного числа а. 

2. Для любого рационального числа т/п, где п > 0, положим 
qin/n (ql/n)ym 

3. Если (т/п) > 0, то будем считать O/" =0. 
Число ат/п называется степенью с рациональным показателем. 

Рассмотрим основные свойства степеней с рациональными показа- 

телями. 

5.6.5. Теорема. Для любых действительных чисел а > 0, b > дилю- 

бых рациональных чисел т/п, р/4 имеют место следующие соотношения: 
1) (qm)l/n — ат/п; 

2) ат/п .аР/Ч = ат/п+р/Ч; 

3) qm/n .pm/n = (ab)m/n. 

4) q-(m/n) = (а т/п — (qm/n)-1. 

5) (ат/п)р/а = а/п) (р/ч); 

6) если О<а<Ь, (m/n)>0, moa™/" <pm/n, 

7) еслиа > 1и(т/п)<(ф/4д), то a™/" < аР/Ч. 
Доказательство. 1. По определению 5.6.4, (a!/")" = а. Используя это ра- 

венство и свойства целых степеней (5.6.2), получаем ((аИ")т)п = (а/п)тп = 

= ((aV/")r)m = ап, откуда, по определению 5.6.4, (ат)М" =(а/п)т =qm/n . 

2. По доказанному, а"/п+Р/ч = а(та+пр)/па = (ата+пр) Мпа, поэтому в со- 

ответствии с определением 5.6.4 для доказательства соотношения 

2) достаточно показать, что (а”/п .аР/9)и4 = атч+1Р. Докажем это равен- 

ство, пользуясь свойствами целых степеней и соотношением 1). Имеем: 

(а/п арм = (ат/тучч «(ар/чучч = (((ат)Итуи)я -(((qP 79)" = 
= (а")9 -аР)п = ат9 -аРп = ата+пр, 

3. (qni/n -pm/nyn — (ап/т)п (pm/nryn =((a™)1/n)n -((b™ jl/n yn = qn. "= 

= (аБ)т, откуда а"/п .Бт/п = ((аб)т)М" = (аб)т/п. 

4. Пользуясь свойством 2), получаем а`("/") .qin/n = а (т/п)+т/п = а0 = 

= 1, откуда а`("/® =(qm/n)-1, Аналогично, пользуясь соотношением 3), 

получаем (a71)m/n .qm/n = (а-1 .а)т/п =1, откуда а`"/") = (а"/п)-1, 

5. Заметим, что а(@"/п){р/9) = атр/па =(qmp)l/nq, Для доказательства 

равенства 5) остается доказать, что ((а("/®)Р/ч "4 = ар. Докажите это 

самостоятельно. 

6. Докажем вначале, что если O<a<b ипЕМ, то а" <b", Пред- 

положим противное: БИ" <а И". Тогда, пользуясь свойством 8) из 2.8.5, 

получаем (Б\")п < (аМп)п, откуда Ь < а, что противоречит условию. Оста- 

ется принять, что аМ" <", откуда а"/п < рт/п. 
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7. Предположим противное, пусть а > 1, (m/n)<(p/q), но аР/9 < 
<ат/п. Тогда, по 6), (aP/4)'4 <(a™/")"d, откуда аР" < а"9. С другой сторо- 
ны, по условию, (т /n)<(p/q), откуда mq < рп и, по свойству 6) из 5.6.2, 
ad <аР" — пришли к противоречию. Остается принять, что а"/" < аР/9. П 

Степень с действительным показателем 

5.6.6. Теорема. Пусть а и b — действительные числа, а>1 u пред- 

ставимо в виде десятичной дроби bo, bb, ..., причем В, = bo + .. tok, 

By = B, +—— те k=0,1,.... Существует, и притом только одно, действи- 

тельное число, принадлежащее всем отрезкам последовательности 

(La , aPk J). 
Доказательство. Если a =1, то утверждение очевидно. Пусть а > 1. 

Для любого К = 0,1, ... имеем: B, < Ву. и Ву. < By, откуда, по 7) из 5.6.5, 
получаем ak < авы и aBk+i <ав. Следовательно, последовательность 
([аВк, аВ ]) является последовательностью вложенных отрезков. Вме- 

сте с тем, используя пункты 2) и 7) из 5.6.5, получаем ав —авк = 
= аВк (ав Ву ~1) < aot! (qi/10k —1). 

Правая часть этого неравенства при возрастании К стремится к нулю, 
значит, рассматриваемая последовательность является последователь- 
ностью стягивающихся отрезков, и, по 5.3.2, существует единственное 
действительное число, принадлежащее всем отрезкам последователь- 
ности. O 

5.6.7. Определение. Пусть а и b — действительные числа. 
1. Если а > 1, то ар есть то единственное действительное число, 

которое, по 5.6.6, принадлежит всем отрезкам последовательности 

([a?k, ak J). 
2. Если 0 <а < 1, то полагаем a? =((a-!)°)-1. 
3. Если > 0, то 0° =0. 
Число a> называется степенью с действительным показателем. 
5.6.8. Теорема. Для любых действительных чисел а > 0, b, с имеют 

место следующие соотношения: 

1) (at)? =(а?) т; 
2) а? -ас = qbtec. 

3) a’ =(а?) 1; 
4) если b > 0, To a’ -b¢ = (аБ); 
5) (а?) — абс; 

6) если 0<a<b, с>0, то а‘ <Бс; 
7) еслиа>1иьБ< с, то ав <ас. 
Доказательство. 1. По определению 5.6.7, при О<а<1 имеем 

а? =((a-!)°)-1, откуда (а?) 1 =(a-1)®. Если а = 1, то утверждение оче- 
видно. Если a > 1, то O<a-!<1, и, по определению 5.6.7, (aq)? = 

=(((a1)4)°)+, откуда (a1)? = (а?) 1. 
2. Пусть b, cud = b+ с представлены в виде десятичных дробей 

соответственно by,b,bo..., Со,С1Со..., 4,445... и ВЕ =Dp ++. ack, 
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1 1 4 
> Сао ++... tk, C=C, +—— на. +, 

10k? ~*~ ° "40 a ОЕ? = do 10* 

В+ = D, Е Так как В, <b<By, С, <с<С; для любого К, то B. +C, < 

By = B, +—— 

<b+c<B.+C;, откуда B,.+C, <D, u Dy < В; + Cy для любого К. 

Ilyctb a> 1. По определению 5.6.7, aBk <a> < aBk, ack < ас <a, откуда, 
используя монотонность умножения и свойство 2) из 5.6.5, получим 
АВк+СЬ < qb ас < авЕ+СЕ. 

С другой стороны, пользуясь утверждением 7) из 5.6.5 и определе- 

нием 5.6.7, получаем aPetCk < qPk < a4 <aPk < аВЕ+СЕ, Следовательно, a? - a‘ 
и а?*‹ принадлежат всем отрезкам последовательности ([aBktCk , аВЁ+СЕ]), 

которая, как легко доказать, является последовательностью стягиваю- 
щихся отрезков. По 5.3.2, a> -ас = abt, 

Если 0 <а < 1, тоа!>1, и, по доказанному, (a~!)® -(a-1)¢ = (а), 

откуда, по свойству 1), получаем (а?) 1 .(ас)-1 = (а? + )-1 и а? ас = ahr, 

3. Пользуясь доказанным утверждением 2), получаем а? -а? = 
= q-5+b = а0 =1, откуда а`? = (а?)-*. Равенство (а?)-1 =(a-1)° доказывает- 

ся на основании п. 2 из 5.6.7. 

4. Предположим вначале, что а>1 4 b21, тогда ab=1. По определе- 

нию 5.6.7, ack < ас < ас, b&k <b¢ < bok для любого К, откуда, по 3) из 5.6.5, 

(ab) < аскБСк < ache Sab =(ab)%. С другой стороны, по опреде- 
лению 5.6.7, для любого К имеем (ab)& < (аБ)‹ < а(Е. Следовательно, 

числа acb¢ и (аб) принадлежат всем отрезкам последовательности 

({(ab)“ , (ab) ]), которая, как легко доказать, является последователь- 

ностью стягивающихся отрезков, и, по 5.3.2, ас -b° = (аБ). 
Пусть О<а<1, b21, ab21. Тогда а! >1 и, по доказанному, (а!) x 

х (ab)¢ = (a7! -ab)¢ =Ьс. Отсюда ((a7!)¢)-! -b¢ =(аБ)‹ и ас -b¢ = (ab). 

Пусть О<а<1, b21, ab<1. Тогда а! >1, (ab)-! >1 и, по доказанному, 

((ab)“1)<¢ -b¢ = ((ab)“! -b)*¢ =(а Бе, откуда ((аБ)°)- 1.6 = (а)! и ас: De = 
= (ab)¢. 

Наконец, если 0<а<1, 0<Ь<1, тта*>1, b-!>14u, по доказанному, 

(at) -(b-1)¢ = (а 1-1) = ((ab)*)¢, откуда (a‘)! (6°) = ((аБ)<)-Т nat: be = 
= (аБ)с. 

5. Предположим, что а>1. По определению 5.6.7, ak < а? < ай для 

любого К, откуда aBkCk = (ав )Ск < (a>) < (аР)с < (аР)СЕ < (ав Ck = авСЕ. 
С другой стороны, обозначим ab = tu пусть t представимо в виде де- 

.. ty 1 
сятичной дроби &,#&...и 1. =to te +... te, = “K+ Top К... 

10 ae 
Tak Kak B, <b< Ву, Ch <c< Che TO B,C; <t< BC; откуда B,C; < Ths Tk < B.C, 

для любого К. Ho тогда авкСк < alk < ab < atk < aBkCk, Следовательно, (а?) 

и abe принадлежат всем отрезкам последовательности ([aPkCk , aPC ]), 

которая, как легко доказать, является последовательностью стягиваю- 

щихся отрезков, и, по 5.3.2, (а?) =a", 
Предположим теперь, что 0 < а < 1, тогда a! >1 и, по доказанному, 

((a7} jb ye — (a-1)bc, откуда (а?) — абс. 
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6. Предположим противное: пусть b¢ < ас. Так как с > 0, то С. 20 
для любого К, и из условия а < b следует, что ack <ЬСк < Бе <ас <a, 

т. е. ас и 5 принадлежат всем отрезкам последовательности ([a& , ack ]). 

По 5.3.2, ас =b°. Но тогда (a‘)** =(5°)<", откуда а<Ь — пришли к про- 
тиворечию. Остается принять, что ас < 65°. 

7. По условию, a>1 uc—b>0, откуда, по доказанному утвержде- 
нию 6), ас? >1. Так как а? > 0, то ас? > аб, откуда а? < ас. 0 

Логарифмы 

5.6.9. Теорема. Для любых действительных чисел а и с таких, что 

а > 0, аТис > 0, существует, и притом только одно, действительное 

число b такое, что а? =c. 

Доказательство. Существование. Пусть а > 1. Обозначим че- 
рез by наибольшее целое число такое, что а® <с. Пусть целые числа 

by 
,...,Бк1 уже выбраны и By_, =D + я = . Обозначим через В, 

наибольшее целое число такое, что если B, = Ву_1 +e то а* <c. Takum 

образом, индуктивно определена последовательность чисел bo, by,.... 

Пусть Ву = В, +10? К=0,1,.... Легко видеть, что ([В,,Ву]) является 

последовательностью стягивающихся отрезков, значит, существует 

единственное число b, которое принадлежит всем отрезкам последо- 
вательности. Используя свойство 7) из 5.6.8, легко доказать, что число 

ab принадлежит всем отрезкам последовательности стягивающихся OT- 

резков ([ав* ‚ аЁ]). Но число с также принадлежит всем отрезкам этой 

последовательности, следовательно, a> =с. 
Если же 0 <а < 1, тоа! >Т и, по доказанному, существует число b 

такое, что (a~!)> =c-}, откуда а? =с. 
Единственность. Пусть с=а? =а9. Если а >1, то из предположения 

Ь < 4, по свойству 7) из 5.6.8, получаем а? < а4, что противоречит ус- 
ловию. Следовательно, b = а. Если же 0 <а < 1, тоа` >1 и, пользуясь 

свойством 1) из 5.6.8, получаем (а 1)? = (а? )-1 =(а9)-* =(a-!)4, откуда, 

по доказанному, b = а. O 

5.6.10. Определение. Пусть даны действительные числа а > 0, а*1 

ис > 0. Действительное число b называется логарифмом числа с по ос- 

нованию а, если а? =с. При этом пишут: b=log,c. 

Непосредственно из определения вытекает, что а8а8 = h, 
Отметим основные свойства логарифмов. 

5.6.11. Теорема. Для любых действительных чисел а > 0, а*1, 6 > 0, 

с > 0 имеют место следующие свойства: 

1) log,(bc) =log, b+log, с; 

2) log, В =log, b—log, с; 
С 

3) log, b¢ =clog, b; 
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4) log, 1=0; 
5) log, а=1. 
Доказательство свойств предоставляется читателю. O 

$7. Другие определения системы действительных чисел 

Определения системы действительных чисел 
с помощью понятий сечения и верхней границы 

Впервые теория действительных чисел была построена выдающимся 

немецким математиком Р. Дедекиндом. Она основана на понятии сече- 

НИЯ. 

5.7.1. Определение. Пусть дано линейно упорядоченное множество 

(P, <). Упорядоченная пара подмножеств (А, В) из P называется сечени- 

ем, если выполняются следующие условия: 1) AFD, B¥D; 2) ANB=@; 

3) AUB=P; 4) для любыхаЕ A, Бе В выполняется неравенство а < b. 
5.7.2. Определение. Пусть (А, В) — сечение линейно упорядочен- 

ного множества. Наибольший элемент в А и наименьший элемент в В 

(если они существуют) называются граничными элементами сечения. 

Нетрудно понять, что всякое сечение может иметь не более двух гра- 

ничных элементов. Цокажем, что все три оставшиеся возможности ре- 

ализуются. 

Пример сечения с двумя граничными элементами. Рассмотрим ли- 

нейно упорядоченное множество натуральных чисел (N , <) и в нем под- 

множества А={ае N|a<3} u B={beN|b>3}. Понятно, что (А, В) — се- 
чение и числа 3 и 4 являются его граничными элементами. 

Пример сечения с одним граничным элементом. Рассмотрим линейно 

упорядоченное множество действительных чисел (В, <) и в нем подмно- 

жества А={аеВ |а< /3}uB={beR |b> 3}. Ясно, что (A, В) — сечение 

и единственным его граничным элементом является \/3 — наибольшее 

число BA. 

Пример сечения, не имеющего граничных элементов. Рассмотрим ли- 

нейно упорядоченное множество рациональных чисел (Q, <) и в нем 

подмножества А={аеО|а< /3} и B={bEQ|b> МЗ}. Понятно, что 

(А, В) — сечение. Поскольку \З не является рациональным числом, 

то граничного элемента нет. 

Определение системы действительных чисел по Дедекинду формули- 

руется следующим образом. 

5.7.3. Определение. Системой действительных чисел называется 

упорядоченное поле, в котором выполняется аксиома Дедекинда: вся- 

кое сечение упорядоченного поля имеет граничный элемент. 

Вспомним, что геометрическим представлением множества действи- 

тельных чисел является числовая прямая. Понятно, что если из пря- 

мой удалить некоторую точку, то она перестает быть непрерывной, 
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оставшееся множество точек уже нельзя начертить, не прерываясь. 

В то же время, образовавшийся пробел разделяет прямую на два под- 

множества точек А и В, причем пара (А, В) образует сечение оставшего- 

ся множества точек. Это сечение не имеет граничного элемента, так как 

нивА нет наибольшего элемента, ни в В нет наименьшего. Требование 

выполнимости аксиомы Дедекинда заставляет нас вернуть на прямую 

удаленную точку и тем самым восстановить ее непрерывность. Таким 

образом, аксиома Дедекинда, сформулированная для точек прямой, Ha- 

глядно выражает ее непрерывность. 

Не менее наглядное выражение свойства непрерывности прямой, 

а вместе с тем и системы действительных чисел, дает аксиома о точ- 

ной верхней границе. Дадим определение соответствующих понятий. 

Напомним, что понятия верхней и нижней границ данного множества 

даны в 2.4.15. 

5.7.4. Определение. Пусть А — непустое подмножество линейно 

упорядоченного множества (P, <). Верхняя граница с множества A Ha- 

зывается точной верхней границей этого множества, если для любой 

верхней границы b выполняется неравенство с < 5. Точная верхняя гра- 

ница множества А обозначается SUPA (читается: супремум А). 

5.7.5. Определение. Системой действительных чисел называется 

упорядоченное поле (В, +, *, <), в котором выполняется аксиома о точ- 

ной верхней границе: всякое непустое ограниченное сверху подмноже- 

ство из К имеет в К точную верхнюю границу. 
Установим эквивалентность определений системы действительных чи- 

сел 5.1.4, 5.7.3 и 5.7.5 по следующей схеме: 5.1.4 = 5.7.3 = 5.7.5 => 5.1.4. 
5.7.6. Теорема. Если в упорядоченном поле выполняются аксиома Ар- 

химеда и аксиома Кантора, то выполняется и аксиома Дедекинда. 

Доказательство. Пусть в упорядоченном поле (P, +,°, <) BbINOJIHAIOT- 

ся аксиома Архимеда и аксиома Кантора и пусть (A, В) — сечение B P. 

Поскольку A# 9 u В =, то существуют Ay Е А, by ЕВ. Разделим отрезок 

Ay + bo 

2 
[dy , by ] пополам точкой и через [a,, b, ] обозначим ту из половин 

отрезка [ау , bo], для которой a, Е А, b, ЕВ. Отрезок [a,, В] разделим по- 
полам и через [а›,Б.] обозначим ту половину, для которой a, Е А, by ЕВ, 

и т. д. В результате получим последовательность вложенных отрезков 
(La,,5,]), для которой, по аксиоме Кантора, существует элемент сЕР, 
принадлежащий всем отрезкам последовательности. По определению 

сечения, либо cE A, либо сЕВ. 
Пусть cE A, докажем, что с является наибольшим элементом в A. 

Предположим противное: пусть существует элемент AE А такой, что 
с < а. Тогда для любого пе М имеем: a, <c<a<b,, откуда 0 <а-с< 

<b, -а, = 9 и 2"(а-с) < -а‹, что противоречит аксиоме Архимеда. 

Следовательно, а < с для любого ае А, т. е. с — наибольший элемент в А. 
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Если предположить, что се В, то аналогично можно доказать, что с 
является наименьшим элементом в В. Итак, с — граничный элемент 

сечения (А, В). П 

5.7.7. Теорема. Если в упорядоченном поле выполняется аксиома Де- 
декинда, то выполняется и аксиома о точной верхней границе. 

Доказательство. Пусть в упорядоченном поле (P, +,°, <) выполняется 
аксиома Дедекинда и пусть М — непустое подмножество в Р, ограни- 
ченное сверху некоторым элементом сЕР. Если в М есть наибольший 

элемент, то он и является точной верхней границей этого подмноже- 
ства. Предположим, что в М нет наибольшего элемента. Рассмотрим 

подмножества (рис. 13): А={аеР| существует хЕМ такой, что а<х}, 
B={beP|x<b для любого хЕМ}. 

= 

‚=
 | У 

Рис. 13 

Следуя определению 5.7.1, докажем, что пара подмножеств (А, В) 

является сечением. Множество А содержит непустое подмножество М, 

значит A+, 
Так как элемент с, по условию, является верхней границей множе- 

ства М и, по предположению, в М нет наибольшего элемента, то для 
любого хе М имеем: x < с. Следовательно, сЕВиВ=@. 

Непосредственно из определения подмножеств А и В вытекает, что 

АпВ=би AUB=P. 
Пусть аЕА, БЕВ. Тогда, по определению подмножеств А и В, суще- 

ствует хе М такой, что а<х<Ь, откуда а < 6. 
Итак, (A, В) — сечение, и, по аксиоме Дедекинда, существует гранич- 

ный элемент этого сечения, который обозначим через 4. Предположим, 
что Е А. Тогда существует хЕМ такой, что а<х. С другой стороны, 
так как 4 — наибольший элемент в Аи MCA, то x<d. Таким обра- 
зом (=хЕМ и является там наибольшим элементом, что противоречит 
предположению относительно множества М. Следовательно, dé В. Оче- 

видно, всякая верхняя граница множества М принадлежит В, а так как 
d — наименьший элемент в В, то 4=зирМ. 0 

5.7.8. Теорема. Если в упорядоченном поле выполняется аксиома 
о точной верхней границе, то выполняются также аксиома Архимеда 
и аксиома Кантора. 

Доказательство. Пусть в упорядоченном поле (P, +,°, <) выполняет- 
ся аксиома о точной верхней границе. Установим сначала выполни- 
мость аксиомы Архимеда. Пусть a,be Pua > 0. Докажем существова- 
ние натурального числа п такого, что па > b. Предположим противное, 
пусть па <Ь для любого пе М. Тогда множество М ={па|пе N} не пусто 
и ограничено сверху элементом DB. По условию, существует c=supM. 
Так кака > 0, то с-а<с, ис-а уже не является верхней границей 
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множества М. Следовательно, существует натуральное число К такое, 
что Ка>с-а. Отсюда (К+Па>с — пришли к противоречию, ибо с есть 
верхняя граница множества М. Таким образом, существует натураль- 

ное число п такое, что па > БВ. 

Докажем теперь выполнимость аксиомы Кантора. Пусть дана после- 
довательность вложенных отрезков ([а„,Б,]). Множество A= {a,, |пЕМ№} 

не пусто, и всякий элемент D,, является его верхней границей. По yc- 
ловию, существует sup M =d. Но тогда 4 принадлежит всем отрезкам 
данной последовательности. O 

Определение системы действительных чисел 
с помощью понятия фундаментальной последовательности 

5.7.9. Определение. Последовательность элементов (х„) упорядо- 

ченного поля (P, +,°, <) называется фундаментальной, если для любого 

положительного ЕР существует номер К такой, что для всех г > К, s>k 
выполняется неравенство |х, _ x,| <Е. 

Напомним, что если в упорядоченном поле lim x, =a, то говорят, что 
n—0o 

последовательность (х„) сходится (к элементу а). 

5.7.10. Теорема. Если упорядоченное поле удовлетворяет аксиоме 

Архимеда, то оно удовлетворяет аксиоме Кантора тогда и только тог- 
да, когда всякая его фундаментальная последовательность сходится. 

Доказательство. (>) Докажем, что в упорядоченном поле действи- 
тельных чисел (в смысле определения 5.1.4) произвольная фундамен- 

тальная последовательность (x,,) сходится. 

Сначала установим существование отрезка, содержащего все члены 
последовательности. По определению фундаментальной последова- 

тельности, для числа => 0 существует номер г такой, что для любого 

5 > г выполняется неравенство |x, -х,|<1, откуда |x,|=|(x, -х,)+х,|< 
<|x, —x,|+|2,|<1+|x,|. Если т=штах{жо|, ...,|x,|, 1+|x,[}, то |х.| < т для 
любого п, т. е. -т <x, <т. Обозначив а =—m, by =т, получим, что все 

члены данной последовательности принадлежат отрезку [dy, bo]. 
Положим X;, = хо. Разделим отрезок [а , bo] пополам и через [a,, by] 

обозначим ту его половину, которая содержит бесконечное множество 

элементов данной последовательности, а через х, обозначим произ- 

вольный член последовательности (x,,), принадлежащий отрезку [a,, D, J. 

Отрезок [d,, b, ] снова разделим пополам и аналогично выберем полови- 
ну [dz, > ] и член последовательности х, , содержащийся в ней. В резуль- 

тате получим последовательность вложенных отрезков ([a,, b, ]) и под- 

последовательность (х;) данной последовательности (x,,). По аксиоме 

Кантора, существует число с, принадлежащее всем отрезкам последова- 

тельности ([a,,, b,, |). Докажем, что lim x, =с. 
N—oo 

Пусть = — произвольное положительное действительное число. 
Из аксиомы Архимеда следует существование натурального числа т та- 

_ by = A 
эт 

Е 
кого, что by — Ap <2™-1€, откуда b,, — An < 5 Очевидно, для всех 
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Е 
п > т имеем: х, е[а,, 5. с[аш,б. |, откуда 2, —<| <b, -а, < Dm — On <> 

Из определения фундаментальной последовательности вытекает, что 
€ . 

ДЛЯ 5 существует номер К такой, что для всех п > К, i, >К выполняется 

Е 
неравенство x, — Xi, | < 3° Пусть t=max{k,m}. Тогда для всех п > t uMe- 

+ ем: |x, —¢ =x, — Xj, +X), -‹ < Fa —X;, 
Е Е 

Xi, - с <—+-— =. Следовательно, 
2 2 

lim x, =с. 
n—eco 

(<=) Предположим теперь, что в упорядоченном поле (P, +, *, <) BbI- 

полняется аксиома Архимеда и всякая фундаментальная последователь- 

ность сходится. Рассмотрим последовательность ((a,,,b,,]) вложенных 

отрезков из Р и докажем существование в Р элемента, принадлежаще- 

го всем отрезкам этой последовательности. Обозначим dy = Xp, bo = Yo 

Хо + Yo и разделим отрезок [ху, Yo] пополам. Если середина отрезка ——— 

принадлежит всем отрезкам данной последовательности, то утвержде- 

ние доказано. Пусть существует отрезок данной последовательности, 

не содержащий a Тогда он содержится в одной из половин OT- 

резка [хо, Yo], которую обозначим через [х1, у]. Разделим этот отрезок 

снова пополам и повторим рассуждения. В результате либо на некото- 
ром шаге мы обнаружим элемент, который принадлежит всем отрез- 

кам данной последовательности, либо построим последовательность 

вложенных отрезков [х„, Y,], каждый из которых содержит некоторый 

отрезок данной последовательности ([a,, b,,]). 

Предположим, что имеет место второй случай. Обозначим 2, =хл, 

2211 = Уи, П=0,1,....Легко доказать, что последовательность (Z,,) яв- 

ляется фундаментальной. По условию, существует lim z, =с; очевид- 
п>>о 

но, с принадлежит всем отрезкам последовательности ([X,,, у, ]). До- 
кажем, что с принадлежит всем отрезкам данной последовательности 
([a,,,b, 1). Предположим противное: пусть существует номер К такой, 

uTo c¢é[a;,, b, ]. Тогда либо c <a, <b,, либо a, Sb, <с. Рассмотрим первый 

случай (во втором случае рассуждения аналогичны). Tak как lim z, =с, 
n—co 

то существует номер т такой, что y,, —C<d, —C, откуда Y,, < ах. Но тогда 

отрезки [хи , ут] и [хк, ук] не имеют общих элементов, а значит, отре- 

зок [хи ‚ Уж] He содержит ни одного отрезка данной последовательности 

Са„,5,]), что противоречит предположению. O 

Доказанная теорема показывает, что систему действительных чисел 

можно определить следующим образом. 

5.7.11. Определение. Системой действительных чисел называется 

упорядоченное поле, в котором выполняется аксиома Архимеда и вся- 

кая фундаментальная последовательность сходится. 
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8 8. р-адические числа 
Кольцо т-адических чисел 

Рассмотрим десятичную дробь 273,35. Если после цифры 5 поставить 
многоточие, то получим бесконечную десятичную дробь: 273,35... . По- 

ставленные три точки означают, что после пятерки следует бесконечный 
«хвост» цифр. Примем смелое решение и перед первой цифрой рассма- 
триваемого числа поставим многоточие с аналогичным смыслом, т. е. 
считаем, что в записи ...273,35 цифре 2 предшествует вполне определен- 
ная «дорожка» цифр. Полученную таким образом запись будем называть 
10-адическим числом. Обобщим эту ситуацию и введем общее понятие. 

5.8.1. Определение. Зафиксируем натуральное число т > 1 и назо- 
вем т-адическим числом всякую запись вида ...а,а1...а1@0 ‚а... к, 
где буквы с индексами обозначают цифры т-ичной системы счисления, 
а многоточие в начале записи указывает на наличие вполне определен- 
ной бесконечной последовательности цифр. Если цифры после запятой 

отсутствуют, то запись называется целым т-адическим числом. 
Например, 10-адическими числами будут ...0023; ...273; ...36,273; 

...00,00. При т = 7 получаем 7-адические числа, например ...352,033, 

...26,067,107. Если основание системы счисления указано отдельно, 
то в записи числа его можно опускать. 

5.8.2. Определение. Два т-адических числа будем называть равны- 
ми, если равны их соответствующие цифры. 

Множество всех т-адических чисел обозначим через Q,,. Определим 
на этом множестве сложение, вычитание и умножение по известным 
правилам «столбиком». Например, для 7-адических чисел имеем: 

...236,045 ...236,045 ...236,04 
+...025,362 ~ ...025,362 x ...025,36 
...264,440 ...210,353 ...1 2133 

...4 415 

...2.26 

...11 
..2,3213 

Заметим, что для перехода от привычной десятичной записи «обык- 
новенного» целого положительного числа к записи его в виде целого 
10-адического числа достаточно приписать к нему слева «дорожку» ну- 
лей, т. е. записать с нулем в периоде. Например, целое число 24 запи- 
шется в виде...0024, или кратко: (0)24. Найдем 10-адическую запись 

отрицательного целого числа, например —24. Для этого по правилу вы- 
читания «столбиком» найдем разность: 

...0000 

...0024 

...9976 

Для проверки сложите «столбиком» числа...9976 и ...0024. Таким об- 
разом, отрицательные целые числа записываются в виде 10-адических 
чисел с «дорожкой» девяток, т. е. с девяткой в периоде: —(0)24 = (9)76. 
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При произвольном т положительные целые числа записывают- 
ся в виде целых т-адических чисел с нулем в периоде, а отрицатель- 

ные — с (т - 1) в периоде. Таким образом, можно считать, что с О. 
По аналогии с приближенными значениями десятичных дробей вве- 

дем аналогичное понятие для т-адических чисел. 

5.8.3. Определение. Для т-адического числа ©=...анан-1...@1@9, 

а_1А_›...а-, т-адическое число A, =...Обанан-1...а1ао, ал ...а-х назо- 

вем приближенным значением числа ©. Аналогичный смысл имеют обо- 

значения В, ,ди,... для т-адических чисел В, у, 5, .... 
Понятно, что два т-адических числа равны тогда и только тогда, 

когда для любого номера п их п-е приближенные значения совпадают. 

Из способа сложения «столбиком» вытекает, что у суммы т-адических 
чисел +В и суммы их приближенных значений о., +В„ все цифры с Ha- 
чальными номерами до цифры с номером п включительно совпадают. 

То же самое справедливо и для произведений ©. -В u a, .'В„. Используя это, 

легко доказать, что сложение и умножение т-адических чисел коммутатив- 

ны, ассоциативны и умножение дистрибутивно относительно сложения. 

Докажем, например, свойство ассоциативности сложения. Из сказан- 

ного выше вытекает, что сумма (©&+В)-+‘ и сумма приближенных значе- 

ний (a, +8,,) +7, имеют одинаковые цифры вплоть до п-йЙ. То же самое 

можно сказать относительно &+(В +.) uo, + (В, +ун). Но (a4, -+В„)+у,„ = 
=a, +(В, +Y¥,), отсюда и следует совпадение цифр у чисел (+В) +у 

и 0+ (В +5). Следовательно, (0+8)+y=a+(B+Y). 
Очевидно, целые числа 0 и 1, которые теперь записываются в виде 

11-адических чисел соответственно ...00,00...0 и ..001,00...0 (с любым 

количеством нулей после запятой), играют роль соответственно нуля 

при сложении и единицы при умножении. Для всякого т-адического 

числа © существует противоположное т-адическое число —0.. Таким об- 

разом, множество Q,, относительно сложения и умножения образует 
кольцо, которое называется кольцом т-адических чисел. Напомним, что 

оно содержит кольцо целых чисел. 
Перейдем к делению т-адических чисел. Рассмотрим пример деле- 

НИЯ «уголком» для целых 5-адических чисел. При этом частное будем 
формировать «справа налево»: 

...1324|...3213 

...0144...3013 
..113 

-..213 

м 
ni
e 

® 
о
 

©
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Итак, ...13245 :...32135 =...30135. Поясним вычисления. Сначала 
находим крайнюю правую цифру частного. Нужно найти такую циф- 
ру х, чтобы произведение Зх, записанное в пятеричной системе счис- 
ления, оканчивалось цифрой 4. Заметим, что НОД(3,5) = 1, поэтому, 

если в выражении 3x переменная х пробегает значения 0, 1, 2, 3, 4, 

то остатки от деления Зх на 5 будут пробегать эти же числа лишь в дру- 
гом порядке. Остаток от деления 3X на 5 как раз и дает последнюю 

цифру числа 3x. В нашем случае при x = 3 получаем число 910 =145. 

Умножая делитель В =...3213 на 3, получим 5-адическое число ...0144, 
которое записываем под делимым 0.=...1324, и производим вычита- 
ние. В остатке получаем ...113 (последний ноль не записываем). Теперь 

аналогично подбираем следующую цифру частного так, чтобы произ- 
ведение делителя на эту цифру частного оканчивалось цифрой 3. В на- 

шем случае второй цифрой частного следует взять 1. И т. д. 
В общем случае, если мы делим т-адическое число © на т-адическое 

число В #0 и последняя цифра делителя, обозначим ее через b, взаимно 
проста с т, то числаб.0,Ь.1,Ь.2,...,6.(т-1) при делении на т дают раз- 
личные остатки, а значит, множество остатков совпадает с множеством 
цифр 0, 1,2, ..., т - 1. Таким образом, в этом случае возможность под- 

бора очередной цифры частного гарантирована и деление возможно. 
В частности, когда т = р — простое число, деление возможно всегда. 
Действительно, в этом случае делитель В >= 0 можно представить в виде 
В=В’.(10,)”, где В’ — целое р-адическое число, не оканчивающееся ну- 
лем, т. е. последняя цифра числа В’ взаимно проста с р. Деление на В’ 
возможно, а деление на В добавляет еще перемещение запятой на со- 
ответствующее число знаков (влево, если п < 0, и вправо, что сводится 
к приписыванию нулей, если п > 0). Таким образом, кольцо Q, при про- 
стом р является полем. 

Пусть при делении «уголком» произвольного целого т-адического 
числа © на целое т-адическое число B40 «под уголком» получи- 
ли т-адическое число Y=...C,C,_1...Co. Докажем, что у действительно 
является частным от деления о на В, т. е. В-у = о. Рассмотрим шаги ал- 
горитма деления «уголком»: 

_ 9 |B 
В-со ...С2С1 Co 

_1%-(10,,) 

B-c,(10,,) 

_п (10, )2 

B-c5(10,, )? 

_T)-(10,,)? 

Сначала подбираем цифру cy HW HaxogMM разность: © -—Всу =75(10,, ), отсю- 
да о = Всо + (10 )=В-\о +1 (10, ). Затем подбираем цифру с! и находим 
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разность: (10 )— Bc, (10,, )=7,(10,,), откуда и (10) = Be, (10, ) +7, (10,,, )? 
и &=Pcy +e, (10,, )+7,(10,,)2 = В +¢,(10,,)) +7, (10,, )? =В +в (10,, )?. 
Ha следующем шаге деления получим о =В(су +c, (10,,)+c.(10,, )7) + 

+1(10,,)? = В:у2 +0, 3, и т. д. Таким образом, для любого п=0,1,... 
имеем: a&=6-y, +7,(10,,)", откуда a-B-y, =7,(10,,)". Отсюда следует, 

что у т-адических чисел © и B-Y все цифры с начальными номерами 
вплоть до цифры с номером п совпадают, каково бы ни было п. Следо- 

вательно, © =В.у. 

Отметим, что при любом т в кольце Q,, деление возможно на лю- 

бое натуральное число В. В самом деле, пусть т= р! р>?...р„’ — KaHo- 
ническое разложение числа т на простые множители. Число В мож- 

но представить в виде B=f’-p;1p5?...p,*, где В’ взаимно просто 
с т. Найдутся целые неотрицательные числа х1, хо, ..., Хх, такие, что 
р ро "2... рук =m" при некотором натуральном п. В этом случае 

мха ПЖ о a: ...Р 
37 5 1 a0 = k_ Таким образом, деление о, на В сводится к делению 

° m 

числа Opi! p35? ...p,* на В’, что обеспечивается взаимной простотой чи- 
сел В’ и т, с последующим перенесением запятой на п знаков. 

Подметим особенность т-адической записи рационального числа. 

Рассмотрим два характерных примера при т = 5: 

_...00002 |...003 

-...002324 | ...003 ...00022 ...31314 
...000014 ...00423 _...4443 

_...00231 ...0003 
...00011 _...444 

_...0022 ...014 
...0022 ...43 
...000 ...03 

Итак, ...002324:...0035 =...00423, = (0)4235 и ...0025 :...0035 = 

= ...31314; = (31)4.. В обоих случаях получаем периодические 5-ади- 

ческие числа. Докажем, что это не случайно. Рассмотрим пристальнее 

остатки в алгоритме деления «уголком» целого т-адического числа 

о=...ООа»...а1ау на целое т-адическое число В=....006, ...В1Бу #0. Каж- 

дый остаток имеет в периоде либо 0, либо т — 1. Предположим, что 

каждый остаток имеет 0 в периоде (как в первом примере). Посколь- 

ку в каждом следующем остатке количество цифр после нулевого пе- 

риода все время уменьшается, то на конечном шаге получим нулевой 

остаток, а значит, в частном будем иметь 0 в периоде. Если же неко- 

торый остаток имеет цифру т - 1 в периоде (во втором примере уже 
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первый остаток...443 имеет 4 в периоде), то и все последующие остат- 

ки имеют эту же цифру в периоде. Количество цифр остатка, идущих 

после периода, не превосходит количества цифр произведения числа, 

записанного цифрами делителя В, идущими после нулевого периода, 

на очередную цифру частного (во втором примере в каждом остатке 

после периода из четверок количество цифр не превосходит количества 

цифр произведения 3 на очередную цифру частного). Поэтому насту- 

пит момент, когда мы получим остаток, который ранее уже встречался. 

Но тогда, начиная с этого момента, цифры частного начнут повторять- 

ся, и мы получим в частном периодическое т-адическое число. Таким 

образом, всякое рациональное число записывается в виде периодиче- 

ского т-адического числа. 

Обратно, всякое периодическое т-адическое число является запи- 

сью некоторого рационального числа. Покажем на двух характерных 

примерах, как по данной периодической 5-адической записи найти со- 

ответствующее рациональное число. Сначала выполним проверку 
2 

представления 3 в виде 5-адического числа ©, = (31)45. Умножим это 

равенство на 100, = (105)? (поскольку в периоде две цифры). Получим 

-(105)2 =(31)4.(105)2 =(31)4005. Тогда a-(10,)? -a=(31)400, —(31)45. 

Выполним вычитание «столбиком»: 

_...3131400 

...3131314 

...0000031 

Следовательно, 0-(105)2 —©= (0)315. Но a-(10,)* -a=a-((10,)? —1) = 

...00315 _ 315 _ 25-135 _ 25 

...00445 445 35.135 3. 
Еще пример. Пусть В = (243)15. Найдем соответствующее рациональ- 

ное число. Умножим это равенство на (10.)3 (поскольку в периоде три 

цифры). Получим В.(105)3 =(243)1000-. Найдем разность: В.(105)3 -В= 

= (243)1000, —(243)15 =(4)3014.. Отсюда 

-(...00445). Таким образом, © = 

_...4430145 _-...0014315 __ 14315 
B= ...00444,  ...00444, 444. 

Наконец, рассмотрим общий случай и найдем рациональное чис- 

ло по его записи в виде периодического т-адического числа. Всякое 

т-адическое число можно представить в виде суммы целого т-адического 

числа и дробной части, которая, очевидно, является записью рацио- 

нального числа. Поэтому можно ограничиться рассмотрением перио- 

дического целого т-адического числа у= (а кан... анал ...@9. 

Умножим это равенство на (10,, )k (поскольку в периоде К цифр). Полу- 

чим \ - (10% )* = (а как...) ал 1... Ag 0..0. 
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Найдем разность: y-(10,, )* —¥ = (Gna Gnek-1 «++ 441 An An] «++ 4p 00...0- 
k 

— (алк @л+к—1 .. An41 An An-1 ... 190 = (A) CnskCn+k-1 ...С1С0› ГДЕ а — цифра 0 

либо цифра (т - 1), что соответствует либо положительному, либо от- 

рицательному целому числу. В результате получаем рациональное чис- 

(Denk Cn+k-1°°° GC 

(10,, jk -] 

сываются в виде периодических т-адических чисел. Таким образом, 

Че О». 

AO Y= . Итак, рациональные числа и только они запи- 

10-адические числа 

Как уже отмечалось, деление т-адических чисел проходит без про- 

блем только при простом © =В.у. Если же т составное, то деление воз- 
можно далеко не всегда. Уже единицу можно разделить не на всякое 

т-адических число ©&=0. Если o-! существует, то число © называют 

обратимым или делителем единицы. В связи с этим напомним, что 

элемент © #0 кольца К называется делителем нуля, если существует 

в К элемент В #0 такой, что произведение о.-В=0. Предположим, что 

в этом случае oO! существует. Умножив равенство ©.В=0 на © 1, полу- 

чаем В = 0, что противоречит условию. Следовательно, для делителя 

нуля не существует обратного. В то же время при составном т кольцо 

Qn содержит делители нуля. Мы докажем это для характерного случая 

т = 10. Одновременно будет дано описание элементов кольца Од. 

Построим 10-адическое число \=...с›с1су следующим образом. По- 

ложим Cy = 5, так что у = ...5 HW Yo = 5. Возводим уд в квадрат: уё =25 

и в качестве c, берем вторую цифру полученного числа, т. е. с! = 2, 

y=...25 и: =25. Теперь находим y? = 625 и в качестве с. берем третью 
цифру полученного числа, т. е. с› = 6, Y=...625 иу. =625. Далее \. воз- 

водим в квадрат: х2 =390625 и четвертую цифру результата берем в ка- 

честве съ, т.е. Cz = 0, у=....0625, y3 =0625. И так далее. На 30-м шаге 

будем иметь \=...106619977392256259918212890625. 

Похожим образом построим число д=...4а4%. В качестве началь- 

ной цифры возьмем dy = 2, так что 6=...2 и бу =2. Теперь бу возве- 
дем в пятую степень и вторую цифру результата (цифру с номером 

1) возьмем в качестве 4. для 6. Так что д=...32 и 61 =32. Число 61 
возводим в пятую степень и третью цифру результата (цифру с но- 
мером 2) берем в качестве 4.. Имеем: 5? =325 =33554432, так что 

do =4, 5=...432 и 92 =432. И так далее. На 30-м шаге будем иметь 

б=....530407839804103263499879186432. 

5.8.4. Лемма. у(у-1) =Ои6(64 —1) =0. Следовательно, числауиу- 1, 

а также б и 64 —1 являются делителями нуля. 

Доказательство для числа y (для 6 аналогично). Достаточно дока- 

зать индукцией по п, что 2 —Y, делится Ha 10"+1, При п = 0 получаем 

V2 —Yo =52-5=20:10. Пусть y2 —y,:10"!, докажем, что 2.1 —Yn41:10"*?. 
Из индуктивного предположения следует, что у чисел у? и, цифры с но- 
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мерами 0,1, ..., п совпадают. По выбору цифры C,,,) числа Y,,41, эта цифра 

такая же, как у числа у? на том же месте. Следовательно, Y2 —‘у„.1:107+2. 

Но тогда 

You —V¥ne1 = (Ул + 6141107)? уда = 

= (ул —Yne1) + 216411071 + C4, 102"+2 :10"+2, 

так как (\2 —\„.1):10”+2 по индуктивному предположению и 2, :10. O 
5.8.5. Лемма. 5° +6=0. 
Доказательство. По 5.8.4, 6° —5 =0, отсюда (52 —1) (63 +6) =0. Но чис- 

ло 62 —1 обратимо, поскольку оканчивается цифрой 3, следовательно, 

на него можно сократить. Таким образом, 83 +6 =0. П 

Установим связь между числами Ви b= by +6110, +b, (10,)? +.... 
5.8.6. Лемма. 602 —y+1=0. 
Доказательство. Поскольку yd = 0, у2 —-у=0и 63 +6=0, то (52 -у+1)х 

x (vy +8) =82y —-y2 +y +83 -у5+6 =0, атак как число у +6 обратимо, то 62 — 

—-y+1=0.0 

Следующая теорема дает классификацию 10-адических чисел. 

5.8.7. Теорема. Для любого 10-адического числа «#0 имеет место 

одно и только одно из трех: либо «=В-у, либо «=В-д при некотором 
обратимом В. 

Доказательство. Не нарушая общности, можно считать, что © — це- 

лое 10-адическое число. Предположим вначале, что существуют наи- 
большие показатели К и т такие, что &= 2К5т ог. Тогда последняя циф- 

ра числа ©’ взаимно проста с 10, а значит, число о’ обратимо. Вместе 
1 gn-k5gn-m 

с тем, если n=max{k,m}, то —=—— ‚ т.е. число © обратимо. 
a ao -10" 

Предположим теперь, что © делится Ha любую степень числа 5. 

Тогда, так как 6 делится на любую степень двойки, то ©-0=0, откуда 

0.02 =0. Но по 5.8.6 52 =у-1, откуда a(y—-1) =0 u ао =оу. Если предпо- 
ложить, что 0 делится на любую степень двойки, то поскольку у делит- 

ся на любую степень пятерки, получаем © = оу =0, что противоречит 

условию. Следовательно, существует максимальный показатель п та- 
кой, что и = 27 о”, где последняя цифра числа a” нечетная. Очевидно, 

O=2"(a” +Ad)y при любом А, и существует такое A, что последняя циф- 

ра числа о.” + Ad взаимно проста с 10, т. е. это число обратимо. Но тогда 

число B =2"(a” +76) обратимо и a= By. 
Наконец, пусть ©, делится на любую степень двойки. Тогда oy =0, от- 

куда по 5.8.6 ©(52 +1) =0 и а. = (-06)5. Обозначим В’ =-06, тогда о = 85. 

Если предположить, что В’ делится на любую степень пятерки, то по- 

лучаем о = 0, что противоречит условию. Следовательно, существует 
максимальный показатель п такой, что В’ =5"В”, где последняя цифра 

числа В” отлична от 0 и 5. Очевидно, © =5"(В” +py)d при любом ц, и су- 

ществует такое ц, что последняя цифра числа В” +цу взаимно проста 

с 10, т. е. это число обратимо. Но тогда число В = 5"(В” +цу) обратимо 

и о =Вб. 
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Докажем единственность каждого из трех случаев. Поскольку Ву 
и Вб делители нуля, то они не могут быть обратимыми. Предположим, 
что одновременно © =Ву и о=В’б, где Ви В’ обратимы. Тогда Ву =В’б 

uy = \2 =у.В-18’6 =0 — противоречие. O 
Используя арсенал понятий теории колец, заимствованный из кур- 

са алгебры, можно описать связь между кольцом целых 10-адических 
чисел 710 и кольцами целых 2-адических чисел 2. и целых 5-адических 
чисел Z.. Для любого целого 10-адического числа © определим 52 (a) 
и как записи числа о соответственно в 2-ичной и в 5-ичной системах 
счисления. Легко видеть, что 5. и 55 являются гомоморфизмами коль- 
Ца 210 на кольца соответственно Z, и 25. Ядра этих гомоморфизмов 

обозначим соответственно A=kerS, и В=Кег 55. Тогда А и В являют- 
ся главными идеалами: А=(5), B=(y). При этом всякое 10-адическое 

число © однозначно представимо в виде A=a+t+b, где аЕеА, БеВ. Это 
означает, что кольцо 1, представляет собой прямую сумму идеалов: 
210 =АФВ. Используя теорему о гомоморфизмах для колец, получаем, 

что Zo изоморфно фактор-кольцу 210 / Ker Sp = 71 / А, которое в свою 

очередь изоморфно кольцу В. Аналогично устанавливаем, что 7х изо- 
морфно А. Следовательно, кольцо 75 изоморфно прямой сумме колец 
25 Ф2.. Напомним, что элементами этой прямой суммы являются все- 

возможные пары вида (©, В), где ое Zs. При этом изоморфизме числам 
уи 6* соответствуют пары (0., 15) и (15, 05) соответственно. Поскольку 
(05,12)+(15, 05) =(15, 15) — образ единицы, то y+ 5* =1. Впрочем, это ра- 
венство можно получить из леммы 5.8.6. 

т-адическая норма 

После введения операций сложения и умножения т-адических чи- 
сел хотелось бы осмыслить формальную запись т-адического числа 

©=...н@л_1...@1@0 В ВИДЕ «суммы разрядных единиц», т. е. показать, что 

и= ау +a, (10,,)+...+a,(10,, )" +.... (1) 

Приведем некоторые наводящие соображения, сознательно допу- 

ская определенные неточности. Равенство (1) означает, что © явля- 

ется пределом последовательности частичных сумм: о = lim п би, где 

5, =A +а1(10.)+...+а, От)". 

Очевидно, S, =, Найдем разность: 

Oo — Sn =O On =... 1+2, @л-1 ...@190 —... ... 00a, 4)-1 ... dp = 

— — +1 =... @л+2л41 00.0 = ара. @0. 
п+1 

Если определить модуль этой разности как то при 
(1 0,, "4 = mrt ? 

— 0 MH можно считать, по определению, n—oo получим |a—S,|= вн 

что о. = lim S,. Таким образом, © будет суммой указанного выше ряда, 
N—oo 
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откуда и вытекает равенство (1). Осуществим эту идею. Вместе с тем, 
«модуль» т-адического числа © будем называть т-адической нормой 

и обозначать | 

Для осуществления задуманного нам нужно ввести некоторую стан- 

дартную запись т-адического числа. 
5.8.8. Определение. Стандартной формой т-адического числа oO # 0 

называется запись его в виде A=’ -(10,,)", где п — некоторое целое 

число, а ©’ — целое т-адическое число, не оканчивающееся нулем. 
5.8.9. Определение. Будем считать, что т-адическая норма чис- 

ла 0 равна нулю, и писать: 0, =0. Если же т-адическое число 0=0 

и a=a’-(10,,)" — стандартная форма числа ©, то определим его 
1 

т-адическую норму как |0, ==. 

5.8.10. Определение. т-адическое число о, называется пределом по- 
следовательности т-адических чисел (B,,)) по т-адической норме | ||, 

если для любого рационального числа € > 0 существует номер пу такой, 

что для всех п > по выполняется неравенство [© — Ben) | <5. 

Здесь Bp) означает п-й член последовательности (B,,)). Номера чле- 
нов последовательности мы вынуждены заключать в скобки, поскольку 
обозначение В„ уже занято и является записью приближенного значе- 

ния т-адического числа В. 

5.8.11. Определение. т-адическое число В называется суммой ряда 
Bro) +Ва) +...+ Ва) +.... если B= lim 5», где Sh = Во) +Ва) +... +B any — Чча- 

стичная сумма данного ряда. При этом пишут: B=B9) + Bay +... +Beny +.... 
Теперь у нас все готово для осуществления задуманного: трактовки 

т-адического числа как «суммы разрядных единиц». 
5.8.12. Теорема. Если т-адическое число © =...A,A,-1 ...@1ао, то MecMb 

сумма ряда: и=а +a, (10,,)+...+a,(10,,)" +.... 
Доказательство. Частичная сумма рассматриваемого ряда рав- 

на 5, =а +а1 (10. )+...+а, 10)" =ап...а1а0 = ал...а1@а0 и OA-S, = 

... ал... Ag —@л...а1а0 = ..-An49An4) 00...0=...ал42ал Ом )"*!. Отсю- 
п+1 

—›0 прип -—> ce, Следовательно, © = lim S,,. Но это и 03- 
mnt noc 

начает, что © = ао +a, (10,,)+...+a,(10,, J? +....0 
5.8.13. Следствие. Если ©=...а а, ...@1а0,а-1-2...а-к то 

nala—-S,|_ < 

Ч A_9 Q_4 
OS beet 5 + 

(10,,,) (10,,)¢ (O0,,) 
+d, +a, (10, )+...+a,(10,, )" +.... 

Нормированные поля 

Введенное выше понятие т-адической нормы появилось как ана- 

лог модуля числа. Однако аналог привычного свойства модуля: «мо- 
дуль произведения равен произведению модулей» для т-адической 
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нормы при составном т не имеет места. В самом деле, например, 
1 
то ‘Sho: 

Если же т = р — простое число, то все в порядке. Отметим основные 

свойства р-адической нормы при простом р. 
5.8.14. Теорема. Пусть дано поле р-адических чисел Q, при некото- 

ром простом р с р-адической нормой | |. Для любых 0, BE р имеем: 
1) lo, =0Ha=0; 

2) |o-B), =lo4, В, 
3) [+8], <max| [01 „В, | 
Доказательство. Свойства 1) и 2) доказываются совсем просто. До- 

кажем свойство 3). Если хотя бы одно из р-адических чисел ©, В рав- 

но нулю, то утверждение очевидно. Пусть 040, В*0 и о= о. (10), 
В=В’.(10,)“ — стандартные формы чисел о и В, и пусть k<n. Тог- 

при т = 10 имеем: |2]; =1, |5] 5 =1, а |2-5],, =[10],, = 

да |c| => =|) ‚ так что пах [01 ‚В »}=le, . С другой стороны, 
р p* р" 

имеем: a+B = @’-(10,)* +B’-(10,)" =(a’+8’-(10,)"*). (10, )^, и если 
a+B=y- (ТО, )/ — стандартная форма числа ©+В, то К<[.  Следователь- 

Ho, +В, = 75 Ев |. 5 

Так как QC 0, то р-адическая норма Ha поле р-адических чисел ин- 
дуцирует р-адическую норму на поле рациональных чисел. Пусть, на- 
пример, р = 7, найдем 7-адическую норму числа a= 2597). Запишем 

его в виде целого 7-адического числа: 

_ 2597 |7 
21 _371 |Z 

_49 35 _53 |Z 
49 _21 49717 
_7 21 471 
о о 
0 

Таким образом, a=2597,, =....0010400, =....00104-(10,)? — стан- 

дартная форма числа а в О). Следовательно, 
1 

= 72. Замечаем, что если 

a, =....00104,, To a=a,-72 и (а1, 7) =1. Из этого примера подмечаем, что 
для нахождения р-адической нормы целого числа а *0 его надо пред- 

1 
ставить в виде а=а! .р", где (а, р)=1, и тогда |, =—. 

р 
а 

Пусть теперь дано рациональное число ans rye au b целые, Ь = 0. 

a р 
a, Тогда o-b=a, откуда |о- =], ‘bl, =|q|,. Следовательно, of, = 
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Представим а и Ь в виде a=a,-p", b=b, .р", где (a), p)=1, (6, р)=1. Тог- 

а_ а :р" aq “р _ 1 
b b, „рт b, р 2, р" prem 

вытекает следующая стратегия нахождения р-адической нормы HeHy- 

1 1 
да prem, al, oe |, = т u|al . Отсюда 

а а а 
левого рационального числа —: нужно его представить в виде ъ= b px, 

a 
где НОД (а, p)=1, HOA, р) =1, и тогда ъ 

р 
Итак, на элементах поля рациональных чисел О можно определить 

понятие модуля числа обычным способом | | и в виде р-адической нор- 
мы | |- Введем общее понятие, объединяющее оба примера. 

к 

5.8.15. Определение. Поле Р называется нормированным, если для 

каждого элемента аеР однозначно определено неотрицательное дей- 

ствительное число lla ‚ называемое нормой элемента а, причем выпол- 

няются следующие условия: 

[@|=0=а=0; 

[4] =} 

a+b] <|al]+ |}. 
Заметим, что это определение можно сделать еще более общим, 

если в нем [а| определить как неотрицательный элемент фиксирован- 
ного упорядоченного поля. 

Норма | | называется тривиальной, если |0] =0 и [а|=1 для всякого 
а*0. Таким образом, поле рациональных чисел может быть превра- 
щено в нормированное поле по меньшей мере тремя принципиально 
различными способами: введением тривиальной нормы, введением 
нормы | | или нормы | |: Теорема Островского утверждает, что на поле 

рациональных чисел этими примерами по существу исчерпываются все 
возможные нормы. Но прежде чем привести эту теорему, введем не- 
обходимые понятия. 

5.8.16. Определение. Элемент а нормированного поля Р с нормой 
| || называется пределом последовательности (a,) по норме | |, если для 
любого рационального числа > 0 существует номер Ng такой, что для 
всякого п > по выполняется неравенство [а-а,|<=. При этом пишут: 
lim a, =a, непременно добавляя: по норме | |. Последовательность (a,) 
П— ео 

называют сходящейся по норме | | (к элементу а). 
5.8.17. Определение. Пусть дано нормированное поле Р с нормой 

| ||. Последовательность элементов (а„) поля P называется фундамен- 
тальной по норме | | (или последовательностью Коши), если для любо- 
го рационального числа => 0 существует номер пу такой, что для всех 
номеров К > по, т> по выполняется неравенство ||a, -аи |<. 
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5.8.18. Определение. Пусть дано нормированное поле Р с нормой 

| |. Две фундаментальные по норме | | последовательности (а„) и (b,) 

называются эквивалентными по норме | |, если Шт(а, —b,) =0. 
П—>оо 

Легко доказать, что так определенное отношение на множестве всех 

фундаментальных последовательностей рефлексивно, симметрично 

и транзитивно, т. е. является отношением эквивалентности. Таким об- 

разом, множество всех фундаментальных последовательностей разби- 

вается на классы эквивалентных последовательностей. 

5.8.19. Определение. Два нормирования поля Р называются эквива- 

лентными, если классы эквивалентных по той и другой норме фунда- 

ментальных последовательностей совпадают. 

5.8.20. Теорема Островского. Каждая нетривиальная норма | | 

на поле рациональных чисел О эквивалентна либо р-адической норме | | 

либо норме | |. 
Доказательство теоремы мы опускаем (его можно найти, например, 

в [7]). 
Обратим внимание на условие 3) в определении 5.8.15 и заметим, 

что р-адическая норма | р на поле р-адических чисел Q, (а значит, 

и на поле рациональных чисел О) удовлетворяет более сильному усло- 

вию, доказанному в теореме 5.8.14: |a+B|,< пах lat, В, для любых 

о, ВЕ Q,- Это приводит к следующему общему понятию. 

5.8.21. Определение. Норма | | нормированного поля Р называется 

неархимедовой, если |а+Б] < max {al | Ы} для любых элементов а, БЕР. 

В противном случае норма называется архимедовой. 

Таким образом, р-адическая норма | | на поле р-адических чисел О, 

является примером неархимедовой нормы, а норма | | на поле действи- 

тельных чисел В является архимедовой. 

Абстрактная характеризация поля р-адических чисел и поля 

действительных чисел с ПОМОЩЬЮ понятия нормы 

Перепишем для нормированного поля определение суммы ряда. 

Это поможет нам абстрактно (аксиоматически) охарактеризовать поле 

р-адических чисел. 

5.8.22. Определение. Элемент а нормированного поля Р с нормой 

| | называется суммой ряда dy +a, +...по норме| |, еслиа= lim S, по нор- 

me || |, где 5, = ао +a, +...+а„ — частичная сумма ряда. 
5.8.23. Определение. Пусть дано нормированное поле Р с неар- 

химедовой нормой || |, содержащее поле рациональных чисел О. Бу- 
дем говорить, что элемент аеР представим в виде р-адического чис- 

ла 4=...атат-л-..@0›@-1...а-к по неархимедовой норме | |, если а есть 
сумма ряда по норме | |: a=a_,(10,)~* +...+а1 (10,1 +p +a,(10,) + 
+... Нат Ор +.... 
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Введем аналогичное понятие представимости элемента нормиро- 

ванного поля десятичной дробью. 

5.8.24. Определение. Пусть дано нормированное поле Р с архи- 

медовой нормой | ||, содержащее поле рациональных чисел О. Будем 

говорить, что элемент аеР представим в виде десятичной дроби 

а, ,ала» ...по архимедовой норме | |, если а есть сумма ряда по норме | || 
ad=d)+a,10!+a,107+.... 

5.8.25. Теорема. Поле Р изоморфно полю р-адических чисел Q, тогда 
и только тогда, когда Р содержит поле рациональных чисел О и наР 

можно так определить нетривиальную неархимедову норму | ||, что 
всякий элемент из Р представим в виде единственного р-адического чис- 
ла и всякое р-адическое число является представлением единственного 

элемента из Р. 

Доказательство. (=) Пусть ф — изоморфизм поля Р на поле 

р-адических чисел Q,. Поскольку поле О, содержит поле рациональных 

чисел, то таким же свойством обладает и поле Р. Не нарушая общности, 
можно считать, что Q, и Р содержат поле рациональных чисел О и ф 

действует на нем тождественно. 
Для любого аеР положим lal=|9@),- Тогда [а|=0 => lo(a)|, =06 

g(a) = 0 a = 0. Далее, для любых a,beP имеем: |a-b|=|9(a-b)|, = 

= lo(a)-@)|, = lo(a)|, oO), =|a|-|b]. Наконец, a+b =|(a +b), = 

=|9(a) + 0(b)|, < max {loa ,, 
нетривиальная неархимедова норма на поле Р. 

Пусть o(a)=a. По следствию 5.8.13, о является пределом последо- 
вательности своих приближенных значений: a= lim о, по норме | № 

П—>оо 

9), | =max{|la||, |||}. Следовательно, | | — 

Это означает, что для любого рационального числа #>0 существу- 
ет номер Ny такой, что для всех номеров п> пу выполняется неравен- 
ство 12— On|, <=. Отсюда следует (а) -Ф(о„), = lo(a-o,)], <=, откуда 

[@-с, |<=. Таким образом, a= lim a, по норме | |, откуда следует, что 
N— oo 

элемент а представим в виде р-адического числа 0. Если предположить, 
что элемент а представим в виде р-адического числа В, то по опреде- 
лениям 5.8.24 и 5.8.23 а= Ша В„ по норме | |. Это означает, что для 

n—oo 

любого рационального числа #>0 существует номер пу такой, что 

для всех номеров п> пу выполняется неравенство [@-В,| <Е. Но тогда 

р(а-В„), =|9- 9B], =|@)-В»), <=, откуда и = O(a) = lim 9(B,) = 
= lj = H е . lim В» =В по норме | |, в О, 

Так как ф является отображением на Q,, то для любого MEQ, су- 

ществует элемент AEP такой, что O(a)=a. По доказанному, элемент 

а представим в виде р-адического числа &. Если предположить, что эле- 

ментЬЕР представим в виде р-адического числа ©, то из единственно- 
сти суммы ряда вытекает а = b. 
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(<=) Пусть поле Р содержит поле рациональных чисел О и Ha P так 

мент из P представим в виде единственного р-адического числа и вся- 
кое р-адическое число является представлением единственного эле- 
мента из Р. По теореме Островского, норма | | на О эквивалентна 
4-адической норме | | при некотором простом а. По условию для лю- 
бого р-адического числа В=...6-6. 5 существует элемент be P, который 
представим в виде р-адического числа В, т.е. b= by +6:10, +b, (10,)2 + 
по норме | |. Отсюда следует, что последовательность (В. фундамен- 
тальна по норме | |, а значит, и по эквивалентной ей норме | |. Итак, 

последовательность приближенных значений (В„) фундаментальна 
по норме | | и по норме | | Отсюда вытекает, что р = 4. 

Для любого аеР положим ©(а) = <, если элемент а представим в виде 

р-адического числа аеО,. Из условий следует, что ф является взаимно 
однозначным отображением Р на Q>- Можно считать, что поля Ри Q> 

содержат одно и TO же поле рациональных чисел Q и ф является Ha нем 
тождественным отображением. 

Докажем, что ф сохраняет операции сложения и умножения. Обо- 
значим O(a)=a, Ф() =В и пусть «+В =у. Из определения сложения 

р-адических чисел вытекает, что lim (On +By) = lim Yn по норме | № Отсю- 
По Tl—> co 

да следует, что это равенство имеет место HB P по норме | |. Таким 06- 
разом, по норме | | имеем: a+b= lima, + lim B, = lim(a, +В„)= lim ул. 

n—oo n—-oo n—-oco n—-oco 

Но это означает, что элемент a + b представим в виде р-адического чис- 
ла у. Следовательно, ф(а+Б) =у=о+В= (а) +Ф(Ъ). 

Для умножения рассуждения аналогичны. Таким образом, ф являет- 
ся изоморфизмом поля Р на поле р-адических чисел Q,- O 

Аналогично доказывается слдующая теорема. 

5.8.26. Теорема. Поле Р изоморфно полю действительных чисел К 
тогда и только тогда, когда Р содержит поле рациональных чисел Q 

и на Р можно так определить нетривиальную архимедову норму | |, 
что всякий элемент из Р представим в виде некоторой десятичной 

дроби и всякая десятичная дробь является представлением некоторого 
элемента из Р. 

Теоремы 5.8.26 и 5.8.27 позволяют сформулировать следующие ак- 

сиоматические определения системы р-адических чисел и системы дей- 
ствительных чисел. 

5.8.27. Определение. Системой р-адических чисел называется нор- 
мированное поле с неархимедовой нормой, содержащее поле рацио- 
нальных чисел, всякий элемент которого однозначно представим в виде 

некоторого р-адического числа и всякое р-адическое число является 
представлением единственного элемента этого нормированного поля. 

5.8.28. Определение. Системой действительных чисел называется 
нормированное поле с архимедовой нормой, содержащее поле рацио- 
нальных чисел, всякий элемент которого однозначно представим в виде 
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некоторой десятичной дроби и всякая десятичная дробь является пред- 
ставлением единственного элемента данного нормированного поля. 

В заключение наметим общую схему построения поля действитель- 
ных чисел и поля р-адических чисел из поля рациональных чисел. Рас- 
смотрим поле рациональных чисел с нетривиальной нормой | |. Класс 
эквивалентных фундаментальных по норме | | последовательностей 

рациональных чисел, содержащий последовательность (a,), будем 

обозначать через (а). Определим сложение и умножение классов эк- 

вивалентных последовательностей формулами: (a,)+(b,)=(a,+5,); 

(a,,)-(b,,) =(a,,:b,). Доказывается, что в результате получаем поле, кото- 
рое обозначим через Ц] |. По теореме Островского, нетривиальная нор- 

ма | | эквивалентна либо норме | |, либо норме | № Оказывается, что 
С! | в первом случае является полем действительных чисел, а во втором 

случае — полем р-адических чисел. Это придает вид логической завер- 

шенности обобщениям чисел, связанным с понятием нормы. 



Тема 6 

КОМПЛЕКСНЫЕ, ДВОЙНЫЕ 

И ДУАЛЬНЫЕ ЧИСЛА 

$ 1. Комплексные числа 

Формирование определения 

В упорядоченном поле действительных чисел К уравнение х" =а, 

где пе М, разрешимо при любом положительном а. Но уже при а = -1 
ип = 2 уравнение х? =-1 неразрешимо, так как квадрат любого He- 
отрицательного действительного числа есть число неотрицательное. 
Отсутствие в В решения уравнения х? =-1 побуждает нас заняться по- 
иском такой числовой системы, в которой оно имело бы решение. Обо- 
значим через С искомую числовую область и сформулируем наши тре- 

бования к ней. 
Во-первых, элементы из С мы хотели бы складывать и умножать, 

а также сравнивать с помощью отношения «меньше», причем эти опе- 
рации обладали бы привычными свойствами, характеризующими упо- 

рядоченное поле. Во-вторых, эта числовая система должна содержать 
упорядоченное поле действительных чисел. И в-третьих, в новой систе- 
ме уравнение x? =-1 было бы разрешимо, т. е. существовал бы элемент 
[ЕС такой, что 12 =-1. Однако, совместить все эти требования невоз- 

можно, так как в упорядоченном поле должно выполняться неравен- 

ство i? >0. Придется пожертвовать отношением линейного порядка, 

оставив требование, чтобы С было полем. 
Наконец, потребуем, чтобы С было минимальным полем с заданны- 

ми свойствами. Назвав новую числовую систему системой комплекс- 
ных чисел, приходим к следующему ее определению. 

6.1.1. Определение. Системой комплексных чисел называется мини- 
мальное поле, содержащее поле действительных чисел и элемент 1 Ta- 
кой, что 12 =-1. Другими словами, система (С, +, ‘) называется системой 
комплексных чисел, если выполнены следующие условия: 

1) (С, +, ‘) — поле; 

2) поле действительных чисел (В, +, -) содержится в поле (С, +, .); 

3) существует элемент Ее С такой, что 12 =—1; 
4) (свойство минимальности) если Cy — подполе, содержащее R ит, 

то Су = С. 
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Всякий элемент из С называется комплексным числом, а элемент i — 

мнимой единицей. Система (С ‚+, -) называется полем комплексных чисел. 
6.1.2. Определение. Числовым полем называется всякое подполе 

поля комплексных чисел. 
Таким образом, «самым маленьким» числовым полем является поле 

рациональных чисел, а «самым большим» — поле комплексных чисел. 

Алгебраическая форма комплексного числа 

Предположив, что поле комплексных чисел существует, докажем 
признак, который часто фигурирует в качестве определения системы 
комплексных чисел. 

6.1.3. Теорема. Система (С, +, .) является системой комплексных чи- 

сел тогда и только тогда, она удовлетворяет условиям 1)—3) из 6.1.1 
и следующему условию: 

4”) всякий элемент из С представим в виде а + bi, 2de a,beER. 

Доказательство. (=) Пусть система (С, +, .) является полем комплекс- 

ных чисел в соответствии с определением 6.1.1. Рассмотрим в С под- 

множество Су = {a +bi|a,b eR}. Оно содержит R ui, причем Су является 

подполем поля комплексных чисел (С, +, .. По условию 4) из опреде- 

ления 6.1.1 Су = С. Поэтому всякое комплексное число представимо 
в виде а + bi, rgea,bER. 

(<=) Пусть система (С, +, ‘) удовлетворяет условиям 1)—3) и 4’). До- 

кажем, что она удовлетворяет условию 4). Пусть Су — подполе поля 

(С,+, .), содержащее R и i. Тогда из определения подполя следует, что 

а+Ые Су для любых а, Бе К. Отсюда по условию 4’) Су = С.П 

6.1.4. Определение. Представление комплексного числа в виде 

а + bi, где а, ЕВ, называется его алгебраической формой. При этом 
а называется его действительной частью, а b — мнимой частью. 

Отсюда и название «комплексное число», т. е. комплекс из действи- 
тельной части, мнимой части и мнимой единицы. 

Существование поля комплексных чисел 

Пусть С ={(а,Б)|а, ЕВ}. Определим на С операции сложения + 
и умножения -, положив для любых (a,b), (с, VEC, 

(a,b)+(c, d)=(a+c,b+d), (a, Б). (с, d)=(ac—bd, ad+bc). 

Целесообразность таких определений вытекает из того, что в поле 

комплексных чисел, которое мы моделируем, выполняются равенства 

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i, 

(a+bi)-(c+dt) =(ac—bd)+(ad+bc)i. 

6.1.5. Teopema. Cucmema (C ‚+, . является системой комплексных чисел. 

Наметим план доказательства, реализацию которого оставляем чи- 

Тателю. 
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1. Система (С, +, ‘ является полем, причем нулем и единицей AB- 

ляются соответственно 0=(0,0) и1=(1,0); противоположной для пары 

(а, b) будет пара (-а,-Б); если пара (a, b) #0, то обратным элементом 

а —b 
ля пары (a, b) является пара (a, b)7! = ; , 

a ры (а, 5) ра(а,5) = ==) 
2. Обозначим В ={а = (а, 0) |аЕЁ} и определим отображение ф, по- 

ложив Ф(а)=(а,0) для любого аЕК. Тогда © является изоморфизмом 

поля (В, +, -) Ha (R, +, .), а поэтому последняя система является полем 

действительных чисел. 

3. Обозначим i = (0,1), тогда 12 = (0,1)-(0,1)=(-1,0)=-1. 
4. Всякий элемент из @ представим в алгебраической форме: 

(a,b) = (а, 0)+(6,0)-(0,1) =а+Ь:1.0 

$ 2. Основные свойства комплексных чисел 

Единственность алгебраической формы. 
Об отношении линейного порядка на множестве 

комплексных чисел 

Свойства комплексных чисел рассматриваются в курсе алгебры и те- 
ории чисел (см., например, [5]), поэтому здесь мы рассмотрим лишь 
два принципиально важных свойства. 

6.2.1. Теорема. Алгебраическая форма комплексного числа един- 
ственна. 

Доказательство. Пусть a+bi=c+di, а, Б, с, 4е БК, докажем, что а = с, 

СЕВ, 
d—b 

что невозможно, так как квадрат любого действительного числа неот- 
рицателен. Следовательно, b = а, откуда а = с. П 

6.2.2. Теорема. На множестве комплексных чисел можно определить 
отношение линейного порядка так, чтобы операция сложения была 
монотонной, но поле комплексных чисел нельзя превратить в упорядо- 
ченное поле. 

Доказательство. На множестве комплексных чисел С определим 
отношение ч, положив а+ М чс+ 11 тогда и только тогда, когда а < с 

или же а = с, но Б < а. Легко доказать, что система (С, <) есть линейно 

упорядоченное множество, причем сложение монотонно. 

Предположим, что на множестве комплексных чисел удалось вве- 

сти отношение линейного порядка < так, что система (С, +, *, <) — упо- 

рядоченное поле. По свойству трихотомии, либо 0 < i, либо i = 0, либо 
i < 0. В первом случае, по свойству монотонности умножения, полу- 
чаем 0-1<1-ь откуда 0 < -1, значит, 1 < 0. Но из 0 < -1 следует, что 

0< (-1)2 =1 — пришли к противоречию. Если i = 0, то -1=i2 =0 — про- 
тиворечие. Если же i < 0, то 0 < -i, откуда 0 <(-i)-(-i) =? =-1, что снова 

ведет к противоречию. O 

b = 4. Имеем: a—c=(d—b)i. Если предположить, что Б + 4, Toi= 
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Изоморфизм 

6.2.3. Теорема. Изоморфный образ поля комплексных чисел есть 
поле комплексных чисел. 

Доказательство. По 5.4.3, изоморфный образ поля действительных 
чисел есть поле действительных чисел, остальное сводится к неслож- 
ной проверке. [1 

6.2.4. Теорема. Любые два поля комплексных чисел изоморфны. 

Доказательство. Пусть даны два поля комплексных чисел (С, +, .) и 

(Cy,+, .), причем первое из них содержит поле действительных чисел 

R, +, .) и мнимую единицу 1, а второе — поле действительных чисел 

R,,+; .) и мнимую единицу 11. В предыдущей главе установлено, что 

любые два поля действительных чисел изоморфны, поэтому существу- 

ет изоморфизм © поля (К, +, .) на поле (Ry, +, .). Используя ф, определим 

отображение f, положив f(a+bi)=o(a)+ o(b)-i, для любого а +ЫЕ С. Лег- 

ко доказать, что f — искомый изоморфизм (С, +, .) на (Ci, +, .). О 

Расширения числовых систем, 
связанные с решением уравнений 

Введение целых чисел мотивировалось необходимостью обеспечить 

решение уравнения а + x = b (не всегда разрешимого в натуральных 

числах), введение рациональных чисел было связано с решением урав- 

нений вида ax = b (не всегда разрешимых в целых числах), комплекс- 

ных — с решением уравнения x? =-1. При введении действительных 

чисел также отмечались уравнения, например х? =2, которые He раз- 

решимы в поле рациональных чисел, но получают решение в поле 

действительных чисел. Однако решающую роль в формировании опре- 

деления системы действительных чисел сыграли геометрические сооб- 

ражения: обеспечение решения задачи об измерении отрезков. Дело 

в том, что если бы мы, расширяя поле рациональных чисел, заботились 

лишь о том, чтобы получить поле, в котором разрешимо всякое урав- 

нение с рациональными коэффициентами, то получили бы так назы- 

ваемое поле алгебраических чисел. Напомним, что число называется 

алгебраическим, если оно является корнем некоторого многочлена 

с рациональными (а значит, и некоторого многочлена с целыми) ко- 

эффициентами. Всякое рациональное число является алгебраическим. 

Действительные числа V2 и 3/5 являются алгебраическими, а значит, 
их сумма, разность, произведение и частное также являются алгебра- 
ическими (найдите многочлены с целыми коэффициентами, корня- 
ми которых они являются). Вообще, множество всех алгебраических 
чисел замкнуто относительно сложения и умножения, причем образует 
поле. Действительные числа л, е не являются алгебраическими, такие 
числа называются трансцендентными. Таким образом, поле действи- 
тельных чисел не совпадает с полем алгебраических чисел. С другой 
стороны, поле алгебраических чисел «захватывает» часть комплексных 
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чисел. Например, числа i, 2 + 31, 2 +33/51 являются алгебраически- 

ми (докажите это). На рис. 14 показано взаимное расположение мно- 
жества алгебраических чисел А и множества чисел О, Ки С. 

Рис. 14 

Поражает неожиданностью тот факт, что во множестве действитель- 

ных чисел трансцендентных чисел существенно «больше», чем алгебра- 

ических: трансцендентных чисел «столько же», сколько всех действи- 
тельных чисел, в то время как алгебраических действительных чисел 
«СТОЛЬКО Же», сколько натуральных чисел. Точнее, множество алгебра- 
ических действительных чисел счетно, а множество трансцендентных 
чисел равномощно множеству всех действительных чисел, а значит, 

в частности, не является счетным. 
При введении поля комплексных чисел мы стремились лишь обеспе- 

чить разрешимость уравнения х? =-1, но достигли большего: всякий 

многочлен степени большей или равной 1 с комплексными коэффици- 
ентами имеет по крайней мере один комплексный корень. В этом со- 
стоит алгебраическая замкнутость поля комплексных чисел, впервые 

доказанная К. Ф. Гауссом (1777—1855). Таким образом, с введением 

поля комплексных чисел идея расширения числовых множеств, связан- 
ная с разрешимостью уравнений, получает свое завершение. Дальней- 
шие расширения связаны с другими идеями. 

§ 3. Двойные и дуальные числа 

Определение и существование двойных и дуальных чисел 

Рассмотрим числа, по форме напоминающие комплексные числа. 
6.3.1. Определение. Кольцом двойных чисел называется коммута- 

тивное кольцо (р, +, .), содержащее поле действительных чисел (В, +, .), 

элемент & R такой, что i? =1 и всякий элемент из D, представим в виде 

a+bi,, гдеа, Бе К. Элементы из D, называются двойными числами, a 3a- 
пись двойного числа в виде a+bi, называется его алгебраической фор- 

мой. 
6.3.2. Определение. Кольцом дуальных чисел называется комму- 

тативное кольцо (Do, +, .), содержащее поле действительных чисел 

(В, +, .), элемент ip К такой, что i? =0 и всякий элемент из Оу предста- 

вим в виде а+Ы%, где а, Бе В. Элементы из Ру называются двойными 
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числами, а запись двойного числа в виде а+Ьц называется его алге- 
браической формой. 

Для доказательства существования двойных и дуальных чисел до- 
статочно рассмотреть множество упорядоченных пар действительных 

чисел {(а,Б)|а, БЕК} и определить на нем соответствующим образом 

операции сложения и умножения. 

Общий взгляд на комплексные, 
двойные и дуальные числа 

Следующая теорема позволяет бросить общий взгляд на комплекс- 

ные, двойные и дуальные числа. 
6.3.3. Теорема. Следующие утверждения эквивалентны: 

1) система (К, +, .) есть либо поле комплексных чисел, либо кольцо 

двойных чисел, либо кольцо дуальных чисел; 

2) система (К, +, .) есть коммутативное кольцо, которое содержит 

поле действительных чисел (В, +, .) и элемент j¢R такой, что всякий 

элемент из К представим в виде а + bj, 2dea,beR. 

Доказательство. Очевидно, из 1) следует 2). Докажем, что из 2) сле- 

дует 1). Пусть коммутативное кольцо (К, +, .) содержит поле действи- 

тельных чисел (В, +, .) и элемент } такой, что JER и всякий элемент 

из К представим в виде а + bj, гдеа, БЕК. Тогда существуют u,v ER та- 

кие, что Jj? =u+vj. Отсюда j* -у]=и. Дополняя левую часть равенства 

2 2 У у 
до полного квадрата, получаем ;-* =u+—. Рассмотрим три воз- 

можных случая. 4 
y2 у2 yy? 

1. и+ <0, Тогда и ake для некоторого КЕВ и |->] =—k2, 

у 
—, будем иметь {2 =-1и] = ok уд J 

2 
Отсюда + - | =-1. Обозначив [= J- 

у . vw . : <5 tk. Но тогда всякий элемент a+bj ЕК представим в виде a + bj = 

=а+Ь | + ki = | + = + bki. Следовательно, всякий элемент из К пред- 

ставим в виде с + di, где с, 4е К. Легко доказать, что всякий такой эле- 

мент, отличный от нуля, обратим. Следовательно, (К, +, .) — поле ком- 

плексных чисел. 
2 

y2 v2 (у 
2. и+_>0. Тогда из? =-m? для некоторого meR n{ j=] =m?, 

2 

Отсюда |= ] >) =1. Обозначив jet j -_ будем иметь jf =1. 
т 2m т 2m 

Если предположить, что д ЕВ, TO получим ] ЕВ, что противоречит 
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. У ¥ 
условию. Следовательно, , ER UJ => tm. Но тогда всякии элемент 

a+bjéK представим в виде a+bj =c+dj, при некоторых с, 4Е К. Таким 

образом, (К ‚+, .) — кольцо двойных чисел. 
2 2 

3. ut—=0. Тогда |->] =0. Обозначив ю=1-5, будем иметь 

. у. . v 
je=Ouj =5+ jo. Легко видеть, что jo ЕЁ и всякий элемент К предста- 

BUM в виде с+ djy, где с, 4е К. Таким образом, (К ‚+, .) — кольцо дуальных 

чисел. O



Тема 7 

АЛГЕБРЫ НАД ПОЛЕМ 

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

§ 1. Кватернионы 

Формирование определения 

По аналогии с системой комплексных чисел попытаемся определить 

новую числовую систему, заменяя К на С. Будем искать систему (К ‚+, -) 
со свойствами: 

1) (К, +, .) — поле; 

2) в поле (К ‚+, .) содержится поле комплексных чисел (С, +, .) с MHH- 

мой единицей i (12 =-1); 

3) BK существует новая мнимая единица ] EC, ]2 =-1; 
4) всякий элемент из К представим в виде х+ yj, гдех и у — ком- 

плексные числа. 
Однако в поле умножение коммутативно, поэтому 0-10 +i) = 

= j*+ji—ij—i2? =-1-(-1) =0, а так как в поле нет делителей нуля, то j — 
—i = 0 или ]+1=0. Отсюда либо j = i, либо ] = -i, что противоречит ус- 
ловию 3). Таким образом, от требования коммутативности умножения 

придется отказаться. Этот отказ приводит к понятию кольца с делени- 
ем или тела. 

7.1.1. Определение. Телом называется ненулевое кольцо с едини- 
цей, в котором всякий ненулевой элемент имеет обратный. 

Уменьшив свои требования, будем искать тело К со свойствами 
2)—4). Понятно, что умножение в К зависит от правила умножения 

мнимых единиц {и }. Каковы должны быть эти правила? В 1843 г. Га- 

мильтон нашел их. Оказывается, надо потребовать, чтобы (ji)? =-1. 

Определение и существование системы кватернионов 

7.1.2. Определение. Системой кватернионов называется тело 

(К, +, .) удовлетворяющее следующим условиям: 

1) оно содержит поле комплексных чисел (С, +, .) с полем действи- 

тельных чисел (К, +, .) и мнимой единицей i, {2 =-1; 

2) оно содержит новую мнимую единицу j, т.е. ДЕК\ С, ]2 =-1, при- 
чем мнимая единица Jj перестановочна с любым действительным числом. 
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3) (y)* =-1; 
4) K=C+CGj={x+yjJ|x, y EC} 
Всякий элемент из К называется кватернионом, а система (К ‚+, .) на- 

зывается телом кватернионов. 
Обозначим й = К, тогда получаем 1? = ]2 =К? =ijk =—1. Схема умноже- 

ния мнимых единиц 1, J, К изображена на рис. 15. 

1 

НЕК Л=- 7 
jk = , kj = —l, 

ki=j, ik=—. 

k 

Puc. 15 

Перемножая две соседние мнимые единицы в порядке, указанном 
стрелками, в результате получаем следующую по кругу мнимую еди- 
ницу. Если же перемножить две соседние мнимые единицы против 
направления стрелок, то получим третью мнимую единицу со знаком 
«МИНУС». 

Если x=a+bi, y=c+di, a,b,c,dER, тох + у] = (а +bi) +(c +di)j = 
= а + Ы + с +dk. Такое представление кватерниона называется его 

алгебраической формой. Она объясняет название «кватернион», т. е. 
«четверное» число. 

Легко доказать, что множество единиц С ={1,-1,1,-[, j,- j,k, —k} 06- 
разует относительно умножения группу. Она называется группой ква- 

тернионов. 
Используя свойства тела и правила умножения мнимых единиц, 

можно найти сумму и произведение кватернионов в алгебраической 
форме. 

Доказывая существование тела кватернионов, в качестве «модели» 
кватерниона а+ + с] +аК следует взять упорядоченную четверку дей- 
ствительных чисел (а, b, с, а), т. е. в качестве основного множества 
взять RXRXRXR. Взгляд на результаты сложения и умножения кватер- 

нионов в алгебраической форме подсказывает определение сложения 
и умножения упорядоченных четверок действительных чисел, чтобы 
получить тело кватернионов. (Проделайте это самостоятельно.) 

$ 2. Общая характеризация некоторых числовых систем 

Необходимые сведения из курса алгебры 

Чтобы единообразно охарактеризовать действительные, комплекс- 
ные, двойные, дуальные числа и кватернионы, напомним необходимые 
понятия, известные из курса алгебры. 

7.2.1. Определение. Векторным пространством над полем Р назы- 
вается множество У, элементы которого называют векторами, причем 
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на Уопределена операция сложения векторов так, что система (у, +) яв- 

ляется коммутативной группой, определено умножение произвольного 
элемента аеР на произвольный вектор AEV, результатом которой яв- 
ляется вектор ane V (т. е. определено отображение P x V > V), и выпол- 

няются следующие условия: для любых a, b € P илюбых векторов ©, ВЕР 

(ab)a=a(ba), а(&-+В)=ао+аВ, (a+b)a=aat+ba, la=a, 

где 1 — единица поля Р. При этом говорят кратко: «У есть векторное 

пространство над полем Р». Нулевой элемент группы (У, +) называется 
нулевым вектором, будем обозначать его через 60. 

Напомним одно свойство векторного пространства, которое будем 
использовать в дальнейшем. 

7.2.2. Предложение. Пусть дано векторное пространство У над 
полем Ри аЕР, aeV. Тогда aa=0 тогда и только тогда, когда 
а = Оилиа = 6. 

Напомним также, что система векторов 04, Mo,...,0,, из У называ- 
ется линейно зависимой, если существуют а! ,а2,..., а, ЕР, среди ко- 
торых имеются отличные от нуля, такие что а10и + а50 +...+a,O, =9. 
В противном случае система векторов называется линейно независи- 
мой. Таким образом, система векторов 01), &›,..., 0, является линейно 

независимой, если из того, что а10 +а202 +...+а, 0 =9, следует, что 
(1 =0, a5 =0,...,a, =0. 

Максимальная линейно независимая система векторов называется 
базисом векторного пространства. Любые два базиса содержат одина- 
ковое количество векторов. Размерностью векторного пространства 
называется число векторов его базиса. Векторное пространство назы- 
вается п-мерным, если его размерность равна п. 

Из курса алгебры известно следующее. 

7.2.3. Предложение. Любые п + 1 векторов п-мерного векторного 
пространства линейно зависимы. 

Напомним, что многочлен степени п>1 с коэффициентами из поля 
Р называется неприводимым над данным полем, если он не представим 
в виде произведения двух многочленов степени = 1 над тем же полем. 
В курсе алгебры доказывается следующее. 

7.2.4. Предложение. Неприводимыми над полем комплексных чисел 
являются многочлены первой степени, и только они. Неприводимы- 
ми над полем действительных чисел являются только многочлены пер- 
вой степени и второй степени с отрицательными дискриминантами. 

Характеризация комплексных, двойных и дуальных чисел 
как алгебр над полем действительных чисел 

Обратим внимание на то, что множество действительных чисел 
можно рассматривать как 1-мерное векторное пространство над полем 
В, множество комплексных чисел, а также множества двойных и ду- 
альных чисел — как 2-мерные векторные пространства над полем В, 
а множество кватернионов — как 4-мерное векторное пространство 
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над полем R. Но, кроме того, двойные и дуальные числа образуют коль- 
ца, К и С являются полями, а множество кватернионов является телом. 
Пытаясь охватить эти частные примеры некоторым общим понятием, 
приходим к следующему определению. 

7.2.5. Определение. Алгеброй над полем Р называется кольцо (А, +, .), 
аддитивная группа которого (А, +) является п-мерным векторным про- 

странством над полем P, причем для любого ae P и любых о,ВЕА вы- 
полняются равенства (ac)-B = a-(aB) = a(a-B). При этом говорят кратко: 
«А есть алгебра над полем Р». Рангом алгебры A над полем Р называет- 
ся размерность п векторного пространства А. Обозначается rang А = п. 

Единица кольца (А, +, -) называется единицей алгебры. 

Очевидно, R есть алгебра над полем К ранга 1, комплексные, двой- 

ные и дуальные числа являются алгебрами над полем К ранга 2, а алге- 
бра кватернионов над полем К имеет ранг 4. 

7.2.6. Лемма. Алгебра А с единицей над полем Р содержит подполе 
H={ae|aeP}, изоморфное полю Р. Отождествляя соответствующие 

при этом изоморфизме элементы, можно считать, что поле (P, +, .) со- 

держится в кольце (А, +, .) и всякий элемент из Р перестановочен со вся- 

ким элементом из А. 

Доказательство. Легко видеть, что множество Н={а|аеР} яв- 

ляется подполем, а отображение ф:Р>Н, при котором $(а) =а для 
любого аЕР, является, в силу 7.2.2, взаимно однозначным отображе- 
нием Р на Н. Кроме того, как легко проверить, ф сохраняет операции 
сложения и умножения. Таким образом, © является изоморфизмом 
P на Н. Отождествим соответствующие при ф элементы а и аЕ. Тогда 

для любого элемента AEA имеем d+Q=ae+aQ, a-a=ae-a=al(e-a)=aa 
и @-ad=G-ae=a(a-€)=aa. Таким образом, можно считать, что поле 
(P, +, .) содержится в кольце (А, +, .), причем всякий элемент из Р пере- 
становочен со всяким элементом из A. 1 

7.2.7. Теорема. Алгебра с единицей, отличной от нуля, над полем 
действительных чисел ранга 2 есть либо алгебра комплексных чисел, 
либо алгебра дуальных чисел, либо алгебра двойных чисел. 

Доказательство. Пусть А — алгебра сединицей € (отличной от нуля) 
ранга 2 над полем К. Тогда она имеет базис {€, j} и всякий элемент из А 

представим в виде ав +} при некоторых а, БЕ В. Отождествление эле- 
ментова и аз для любогоае К приводит к равенству ав + bj = a+bj. Поль- 
зуясь перестановочностью действительных чисел с элементами из А, 
получаем перестановочность любых элементов из А. Теперь утвержде- 
ние теоремы вытекает из 6.3.3. O 

Общий взгляд на действительные, комплексные числа 
и кватернионы 

Обратимся К алгебрам действительных, комплексных чисел и KBa- 

тернионов. В каждой из них возможно деление. Это приводит к следу- 

ющему общему понятию, которое поможет нам единообразно охарак- 

теризовать эти алгебры. 
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7.2.8. Определение. Алгеброй с делением называется алгебра А над 

полем Р в случае, когда кольцо (А, +, .) является телом. 

7.2.9. Теорема Фробениуса. Алгебра А над полем В является алге- 
6pou с делением конечного ранга над полем действительных чисел тог- 

да и только тогда, когда (А, +, .) есть либо поле действительных чисел, 

либо поле комплексных чисел, либо тело кватернионов. 

Доказательство. (<=) Очевидно, поле действительных чисел, поле 
комплексных чисел и тело кватернионов являются алгебрами с деле- 
нием над полем действительных чисел рангов соответственно 1, 2 и 4. 

(=) Пусть алгебра А над полем В является алгеброй с делением ко- 
нечного ранга над полем действительных чисел. Докажем, что А есть 

либо поле действительных чисел, либо поле комплексных чисел, либо 
тело кватернионов. Доказательство разобьем на ряд лемм (7.2.10— 
7.2.15). 

Начнем с очевидного факта, который непосредственно следует из 7.2.6. 

7.2.10. Лемма. Если А есть алгебра с делением над полем К ранга 1, 
то (А, +, .) является полем действительных чисел. 

7.2.11. Лемма. Всякий ненулевой элемент алгебры с делением А ко- 
нечного ранга над полем Р является корнем некоторого многочлена, не- 
приводимого над этим полем. 

Доказательство. Пусть rang А = пи O#Q6EA,. По 7.2.3 элементы 

o° =1,0,...,0" линейно зависимы, т. е. существуют не равные одновре- 

менно нулю элементы dp, d), ..., а, поляРтакие, что а 1+а10%+...+ано” =0. 

Следовательно, © является корнем многочлена ау +а1х +...+а,х". Обо- 
значим через ф(х) многочлен наименьшей степени из P[x], имеющий 

корень (©. Тогда степень ф(х) не меньше единицы. Предположим, что 

многочлен (x) приводим HaZ P: ф(х) = ф1(х)-ф>(х), гдеф1(х), ф>(х) Е PLX] 

и степень каждого из многочленов ф:(х) и Ф>(х) не меньше единицы. 

Тогда 0 = 0(a) = 1 (©) -ф> (©), а так как тело не имеет делителей нуля, TO 

{1 (00) =0 или (a) = 0, т. е. & оказывается корнем многочлена, степень 

которого меньше степени ф(х) — пришли к противоречию. Следова- 
тельно, O(c) неприводим над P. 

7.2.12. Лемма. Если А — алгебра с делением конечного ранга над по- 

лем комплексных чисел С, то А = С. 

Доказательство. По 7.2.6, ССА. Далее, по 7.2.11, всякий отлич- 

ный от нуля элемент ое А является корнем некоторого неприводимо- 

го над С многочлена Ф<(х)ЕС[х]. По 7.2.4, степень этого многочлена 

равна единице, т. е. O(x)=ax+b при некоторых а, БЕС, a#0. Но тогда 

0=0(a)=aat+b, откуда a= _p ЕС. Следовательно, A = С. 
а 

7.2.13. Лемма. Если алгебра с делением А над полем К имеет ранг 

больше единицы, то она содержит поле комплексных чисел. 

Доказательство. По лемме 7.2.6, RC А, атак как гап® А > 1, то А=КБ. 

Пусть се А \ К. По 7.2.11, «является корнем некоторого неприводимого 

над R многочлена ф(х) € Е[х], а по 7.2.4 степень Ф(х) равна либо единице, 
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либо двум. Но в первом случае O(x) =ax+b, а=0, откуда 0 = ф(о) =ао +5 

и “= _2 ЕК — противоречие. Во втором случае (x) =ах? +bx+c-a#0 
а 

и дискриминант 52 —4ас<0. Но тогда 4ac—b2>0 и существует чис- 

ло ЕЁ такое, что d*=4ac—b*. Имеем 0=@9(a)=aa2+ba+c, откуда 

(2aa+b)? _ 

2 b и . 
= —1. Обозначим i= <— , тогда {2 = —1. Вместе с Tem, С = В + Ri — поле 

0 = 4а202 + 4aba+ дас =(2aa+b)* + 4ac—b? =(2aa+b)2 +d? и 

комплексных чисел, содержащееся в А. 

7.2.14. Лемма. Если А есть алгебра с делением над полем Ru rang А = 2, 

то А является полем комплексных чисел. 

Доказательство. По 7.2.13, CGA. Ho rang С = 2 = rangA, откуда 

С=А. 

7.2.15. Лемма. Если алгебра с делением А над полем К имеет ранг > 2, 
то она является телом кватернионов. 

Доказательство. По 7.2.13, А содержит поле комплексных чи- 

сел С. Пусть i — мнимая единица поля С. Рассмотрим множество U = 

={aeA|ai=ia} иУ={ВЕА|В:=-}. Проверкой легко установить, что 

для любого‘ Е А имеем у —- МЕЦ, у+1МеЕУ иу= 9 -90+5 9+ 0+. 

Следовательно, А = U + У. Если предположить, чтобЕ(ЦИмУ), Tod € 0, 

откуда di=15, ибЕ(О ПУ), откуда 01 = —®. Следовательно, 6 =—id и 216 = 

= 0, а так как тело не имеет делителей нуля, то д = 0. Таким образом, 

UNV = {0}. 

Выясним строение подмножеств U и V. Легко видеть, что U и У явля- 

ются векторными пространствами над полем К, причем U даже явля- 

ется алгеброй с делением над полем С (проверьте!). По 7.2.12, U = С. 

По условию, rang A> 2, атак как rangC =2 (относительно поля R), то 

rangV >1, т. е. У — ненулевое подпространство и существует О*ВЕУ. 

По 7.2.11 В, является корнем некоторого неприводимого над К многочле- 

наф(х), amo 7.2.4, его степень равна либоединице, либо двум. Нов первом 

случае ф(х) =ах+Ь, а*Ои0=6(В) =аВ-+Ь, откуда в= eRec=u, т. е. 
а 

О=ВЕ(И ПУ) — противоречие. Во втором случае O(x) =ах? +bx+c, a#0 

и дискриминант 5? — 4ac <0. Имеем: 0 =Ф(В) = аВ2 +В +с и если предпо- 

ab + с 

b 
это). Снова приходим к противоречию с тем, что UNV ={0}. Остается 

ЕО, так как В? ЕП (проверьте ложить, что b #0, то получаем В = 

с 
принять, что b = 0, но тогда ab? +с=О0иВ>? =——. Так как дискриминант 

а 
2 

b2 —4ac <0, то “sou существует a= |= Тогда В? =—d? и — Обо- 
а а 

значив j =—, получаем j* = -1. 
а 
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Докажем, что V=Cj. Так как ]Е\, то ({)i=i(Vj) =i(-i) =-i7j =, 

(0) =i2j7=-j, откуда (ji=-i(ij), значит, ПЕУ. Но тогда для любого 

a+bieC имеем (a+bi)j =aj+bij ЕУ. Таким образом, Cj] CV. Обратно, для 
любого BEV получаем (fj)i = BC) =В(- 0) = -(BDj = -(-iB) j =(КВУ, отсюда 
BjeU=C uBeEC). Следовательно, У = С}. Итак, A = С + Cj u, в соответ- 
ствии с определением 7.1.2, А является телом кватернионов, остается 
лишь заметить, что (ij)? =—1. Вместе с тем, теорема 7.2.9 доказана. 0 

Гиперкомплексные числа 

Как уже отмечалось, расширение поля действительных чисел 

до поля комплексных чисел сопровождается «потерей качества»: поле 
комплексных чисел нельзя превратить в упорядоченное поле. Дальней- 

шие расширения связаны с еще большими потерями. Так, умножение 
кватернионов уже не коммутативно. 

Теорема Фробениуса утверждает, что нельзя придумать «новую чис- 

ловую систему», которая, так же как и тело кватернионов, была бы, 

с одной стороны, телом, а с другой — конечномерным векторным 

пространством над полем К. Это утверждение придает вид завершен- 

ности теории числовых систем. Однако ценой отказа от ассоциатив- 
ности умножения можно получить бесконечно много неассоциатив- 

ных конечномерных алгебр с делением над полем В. Если, например, 

в определении тела свойство ассоциативности умножения заменить 

на свойство альтернативности (a-a)b=a(a-b), (b-a)a=b(a-a) для любых 

элементов а, b и повторить определение 7.2.5 с учетом этих изменений, 

то получим определение альтернативной алгебры с делением над по- 
лем. В этом случае алгебру с делением в смысле определения 7.2.5 на- 

зывают ассоциативной алгеброй с делением. Понятно, что всякая ас- 

социативная алгебра является альтернативной. Обобщенная теорема 

Фробениуса утверждает, что единственной альтернативной неассоциа- 

тивной конечномерной алгеброй с делением над полем R является алге- 

бра октав, придуманная А. Кели. Она содержит восемь базисных единиц, 

всякий ее элемент записывается в виде их линейной комбинации с дей- 

ствительными коэффициентами и реализуется как вектор из R8, 

Итак, можно сделать следующие выводы: 

1) поле действительных чисел — это единственная алгебра с деле- 

нием над полем действительных чисел R ранга 1; 

2) поле комплексных чисел — это единственная коммутативная 

и ассоциативная алгебра с делением над полем К конечного рангаг > 1; 

3) тело кватернионов — это единственная ассоциативная, но не ком- 

мутативная алгебра с делением над полем К конечного ранга; 

4) алгебра октав — это единственная альтернативная, но не ассо- 
циативная алгебра с делением над полем К конечного ранга. 

Кватернионы и октавы называют гиперкомплексными числами, под- 

черкивая тем самым их родословную. Дальнейшие сведения о гипер- 

комплексных числах можно найти, например, в [5]. 
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